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ВВЕДЕНИЕ

При проведении психолого-педагогических исследова-
ний широко используется математическое моделирование 
как процесс построения и изучения математических моде-
лей поведения обучающихся во время получения знаний. 
В настоящее время используются две модели обучающе-
гося: точечная и пространственно протяженная матема-
тические модели. В соответствии с первой моделью обуча-
ющийся в процессе получения знаний идентифицируется 
математической точкой, движущейся в информационном 
пространстве. Его положение в информационном простран-
стве определяется числом, а именно, количеством баллов, 
полученных, например, на экзамене по учебной дисципли-
не. Обработка результатов измерения осуществляется с по-
мощью классического (массового) вероятностно-статистиче-
ского метода. 

В соответствии со второй моделью обучающийся иденти-
фицируется функцией распределения (плотностью вероят-
ности, т.е. вероятностью найти обучающегося в единичной 
области информационного пространства) [35]. Данная мо-
дель учитывает принципиально случайный характер по-
ведения обучающегося, обусловленный случайным харак-
тером его психосоматического состояния. Это означает, что 
описание поведения обучающегося осуществляется с помо-
щью неклассического (индивидуального) вероятностно-ста-
тистического метода [33]. 

Цель данной книги – показать возможности вероятност-
но-статистической модели обучающегося при проведении 
экспериментальных и теоретических исследований поведе-
ния индивида в процессе получения знаний.
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Книга состоит из введения, пяти глав, заключения и  
списка литературы.

В первой главе проведен сравнительный анализ воз-
можностей классического (массового) вероятностно-ста-
тистического метода (МВС-метода) и неклассического 
(индивидуального) вероятностно-статистического метода 
(ИВС-метода). Показано, что индивидуальный вероят-
ностно-статистический метод в отличие от массового ве-
роятностно-статистического метода может быть использо-
ван для анализа поведения отдельно взятого объекта или 
события. Это обусловлено внутренне присущим человеку 
случайным характером его психосоматического состояния. 
Поскольку успешность любой деятельности человека зави-
сит от уровня развития его сознания, детерминизм которо-
го реализуется через случайность, то процесс и результат 
деятельности индивида неизбежно несут в себе элементы 
случайности. Это относится непосредственно и к процессу 
обучения человека. Поведение обучающегося в процессе 
усвоения информации подчиняется вероятностно-стати-
стическим закономерностям, в соответствии с которыми 
он идентифицируется функцией распределения, движу-
щейся в информационном пространстве координат, скоро-
стей и ускорений различных порядков.

Во второй главе рассмотрены основы методологии науч-
ных исследований. Проведен подробный анализ общенауч-
ных (экспериментальных и теоретических), конкретно-на-
учных и всеобщих методов научных исследований. Рассмо-
трены психолого-педагогические подходы к оценке знаний 
обучающихся, а также основы классического и вероятност-
но-статистического шкалирования. Показано, что вероят-
ностно-статистическое шкалирование позволяет при оцен-
ке полноты знаний обучающегося, идентифицируемого 
функцией распределения, перейти из функционального 
пространства в цифровое пространство посредством нахож-
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дения численных значений моментов различных порядков 
функций распределения. Сравнительный анализ значений 
моментов индивидуальных функций распределения обуча-
ющихся позволяет ранжировать их по уровню знаний.

В третьей главе рассмотрены вопросы применения 
индивидуального вероятностно-статистического метода 
для оценки полноты знаний обучающихся. Показано, что 
вероятностно-статистическое шкалирование по сравнению 
с классическим шкалированием позволяет более тонко ран-
жировать обучающихся по уровню знаний. Установлено, 
что экспериментальные функции распределения студентов, 
получивших на экзамене традиционные оценки «5» и «4», 
«4» и «3», «3» и «2», сильно перекрываются и, следователь-
но, не существует четко очерченных границ между полно-
той знаний этих студентов. Дисперсия экспериментальных 
функций распределения потока студентов при переходе 
от курса к курсу увеличивается, а сами функции распреде-
ления начинают перекрываться. Перекрытие функций рас-
пределения становится уже существенным между вторым 
и третьим курсами, увеличиваясь при переходе к старшим 
курсам. Это свидетельствует о росте степени неоднородно-
сти по уровню знаний в студенческом коллективе.

В четвертой главе проведен анализ теоретических ис-
следований поведения обучающегося в процессе получе-
ния знаний. Показано, что функции распределения, иден-
тифицирующие обучающегося в процессе усвоения инфор-
мации, являются решениями системы дифференциальных 
уравнений, полученных на основе закона сохранения 
вероятности и представляющих собой уравнения непре-
рывности. На основе решения дифференциального урав-
нения, записанного относительно координат и времени, 
с привлечением экспериментального материала найдена 
теоретическая функция распределения, идентифицирую-
щая обучающегося в координатном пространстве. Пока-
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зано, что теоретические функции распределения хорошо 
согласуются с экспериментальными.

Анализ эволюции теоретических функций распределе-
ния по годам обучения показал, что функции распределе-
ния, идентифицирующие слабых студентов («троечников»), 
начиная с третьего года обучения перекрываются. Пере-
крытие происходит между функциями распределения, от-
носящимся ко второму и третьему, третьему и четвертому, 
четвертому и пятому годам обучения, причем перекрытия 
увеличиваются год от года. Такое поведение теоретических 
функций распределения согласуется с поведением экспе-
риментальных функций распределения. Функции распре-
деления, идентифицирующие сильных студентов, пере-
крываются слабо. Делается вывод о нецелесообразности со-
вместного обучения сильных и слабых студентов. С целью 
повышения эффективности процесса обучения предлагает-
ся переход на поэтапное обучение с ветвлением.

Проведен сравнительный анализ поведения человека 
в процессе деятельности и квантового объекта. Показано, 
что детерминизм поведения как человека в процессе усво-
ения информации, так и квантового объекта, движущегося 
в обычном пространстве, реализуется через случайность. 
В связи с этим для описания поведения этих объектов ис-
пользуется индивидуальный вероятностно-статистический 
метод.

В пятой главе рассмотрен вопрос моделирования функ-
ций распределения. В качестве модельных функций рас-
пределения, аппроксимирующих истинные функции рас-
пределения, идентифицирующие обучающихся в процессе 
усвоения информации, использовались двухступенчатые 
функции, для построения которых использована информа-
ция об оценках индивидов, полученных при их тестирова-
нии с помощью балльной системы измерений. Показано, 
что дифференциальная функция распределения (плотность 
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вероятности), усредненная по индивидуальным функциям 
распределения обучающихся, рассчитанных для значений 
математических ожиданий в диапазоне значений от 0 до 1 
по безразмерной шкале, имеет ”U”-образный вид и позво-
ляет определять вероятность нахождения индивида в еди-
ничной области информационного пространства (вероят-
ность усвоения обучающимся информации, содержащей-
ся в единичной области информационного пространства).  
С уменьшением погрешности измерений увеличивается 
плотность вероятности у границ шкалы, стремясь к бес-
конечности при стремлении погрешности к нулю. Инте-
гральная функция распределения (вероятность) позволяет 
по оценке, полученной обучающимся на экзамене, непо-
средственно определить вероятность усвоения индивидом 
материала учебной дисциплины.

______________
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ГЛАВА 1

ВЕРОЯТНОСТНО-СТАТИСТИЧЕСКИЕ 
МЕТОДЫ НАУЧНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ

1.1. Массовый  
вероятностно-статистический метод

В настоящее время при проведении психолого-педагоги-
ческих исследований широкое применение находят вероят-
ностно-статистические методы, к числу которых относятся 
классический или массовый вероятностно-статистический 
метод (МВС-метод) и неклассический или индивидуальный 
вероятностно-статистический метод (ИВС-метод) [33, 34].

На поведение материальных объектов может оказывать 
существенное влияние множество случайных факторов. 
Случайность не позволяет описывать явления в рамках 
классических детерминированных моделей, т. к. проявля-
ется как недостаточная регулярность в массовых явлениях 
и, следовательно, не дает возможность с достоверностью 
предсказывать наступление определенных событий. Од-
нако при изучении таких явлений обнаруживаются опре-
деленные закономерности. Нерегулярность, свойственная 
случайным событиям, при большом количестве испытаний, 
как правило, компенсируется появлением статистической 
закономерности, стабилизацией частот наступления слу-
чайных событий. Следовательно, данные случайные со-
бытия имеют определенную вероятность и могут быть опи-
саны с помощью массового вероятностно-статистического 
метода. В основе МВС-метода исследования лежат теория 
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Глава 1. Вероятностно-статистические методы... 

вероятностей и математическая статистика. Данный метод 
применяется при изучении массовых явлений случайного 
характера, он включает несколько этапов, основные из ко-
торых следующие.

1. Построение вероятностной модели реальности, ис-
ходя из анализа статистических данных (определение за-
кона распределения случайной величины). Естественно, что 
закономерности массовых случайных явлений проявляются 
тем более отчетливо, чем больше объем статистического ма-
териала. Выборочные данные, полученные при проведении 
эксперимента, всегда ограничены и носят, строго говоря, 
случайный характер. В связи с этим важная роль отводится 
обобщению закономерностей, полученных на выборке, и рас-
пространению их на всю генеральную совокупность объектов. 

С целью решения этой задачи принимается определен-
ная гипотеза о характере статистической закономерности, 
которая проявляется в исследуемом явлении, например, 
гипотеза о том, что исследуемое явление подчиняется за-
кону нормального распределения. Такая гипотеза носит 
название нулевой гипотезы, которая может оказаться оши-
бочной, поэтому наряду с нулевой гипотезой еще выдви-
гается и альтернативная или конкурирующая гипотеза. 
Проверка того насколько полученные экспериментальные 
данные соответствуют той или иной статистической гипо-
тезе осуществляется с помощью так называемых непара-
метрических статистических критериев или критериев со-
гласия. В настоящее время широко используются критерии 
согласия Колмогорова, Смирнова, омега-квадрат и др. [23]. 
Основная идея этих критериев состоит в измерении рас-
стояния между функцией эмпирического распределения 
и функцией полностью известного теоретического распре-
деления. Методология проверки статистической гипоте-
зы строго разработана и изложена в большом количестве 
работ по математической статистике.
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Глава 1. Вероятностно-статистические методы... 

2. Проведение необходимых расчетов математически-
ми средствами в рамках вероятностной модели. В соот-
ветствии с установленной вероятностной моделью явления 
проводятся вычисления характеристических параметров, 
например, таких как математическое ожидание или сред-
нее значение, дисперсия, стандартное отклонение, мода, 
медиана, показатель асимметрии и др.

3. Интерпретация вероятностно-статистических 
выводов применительно к реальной ситуации.

В настоящее время массовый вероятностно-статисти-
ческий метод хорошо разработан и широко используется 
при проведении исследований в различных областях есте-
ственных, технических и общественных наук. Подробное 
описание сути данного метода и его применения к реше-
нию конкретных задач можно найти в большом количестве 
литературных источников, например, в [9, 23].

1.2. Индивидуальный вероятностно-
статистический метод 

Индивидуальный вероятностно-статистический метод 
исследований отличается от массового тем, что он применя-
ется к отдельным объектам или событиям, имеющим прин-
ципиально случайный характер. Данный метод находит 
широкое применение как при анализе поведения кванто-
вых объектов (например, электронов, атомов, молекул и т. 
п.) [8], так и при анализе поведения человека, выполняю-
щего ту или иную деятельность, например, обучающегося 
в процессе получения знаний [28, 51].

Успешность деятельности человека зависит от уровня 
развития его сознания. В настоящее время не существует 
единого подхода к решению проблемы сознания. Каждая 
из концепций сознания – это фактически попытка описать 
с различных позиций некоторые грани его проявления. Од-
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нако можно отметить, что они так или иначе учитывают 
важную роль головного мозга в формировании сознания. 

Сознание, как таковое, непосредственно ненаблюдаемо. 
О сознании можно судить только по изменению состояния 
нервной системы человека и, в частности, головного мозга, 
которое может произойти в результате совершения работы 
над головным мозгом, а значит и самим головным мозгом. 
В связи с этим в [32] было высказано предположение, что 
сознание – это работа нервной системы человека, 
как центральной (головного и спинного мозга), так и пе-
риферической (нервов и ганглий, для передачи сенсорных 
и двигательных сигналов между центральной нервной си-
стемой и различными органами человека). Основные про-
цессы, связанные с обработкой поступающей информации, 
ее хранением и воспроизведением, протекают в головном 
мозге, поэтому в дальнейшем под сознанием будем пони-
мать работу головного мозга, имея в виду, что на самом 
деле работает вся нервная система.

В связи с этим можно утверждать, что сознание в мозге 
человека не содержится, поскольку оно представляет со-
бой работу, которая по своей сути не может содержать-
ся ни в каком теле, она может только совершаться.  
О том, совершается работа или нет, можно судить по тому 
происходит изменение состояния тела (системы) или нет.

Когда говорят, что один человек по отношению к друго-
му имеет более высокий уровень сознания, это означает, что 
у него выше уровень организации нейронной сети и, следо-
вательно, его мозг способен совершить бόльшую работу.

Сознание формируют такие познавательные процессы, 
как ощущение, восприятие, память, мышление, воображе-
ние, которым присущи элементы случайности, обусловлен-
ные тем, что психическое и соматическое состояния челове-
ка изменяются случайным образом [32]. Следовательно, со-
знание человека несет в себе элементы случайности. Кроме 
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того, случайный характер сознания обусловлен физиоло-
гическим, психологическим и информационным шумами, 
возникающими при работе головного мозга [49]. Это приве-
ло, например, при описании процессов мышления к отказу 
от использования модели детерминистской динамической 
системы в пользу модели случайной динамической систе-
мы. Отсюда следует, что детерминизм сознания чело-
века реализуется через случайность [32].

Знания, представляющие собой информацию, усвоен-
ную человеком на основе размышлений и рассуждений, 
являются фактически продуктом сознания и, следователь-
но, также как и сознание имеют случайный характер. Это 
утверждение не противоречит жизненному опыту. Действи-
тельно, при первом знакомстве человека с тем или иным 
предметом (явлением) объем информации, усвоенный ин-
дивидом, может быть весьма скудным, причем он зависит 
от уровня сознания, физиологического и психического со-
стояния человека, внешних условий и интервала времени 
ознакомления. При повторном изучении данного объек-
та к информации, усвоенной в результате размышлений 
и рассуждений, добавляется новая информация, которая 
даже может привести к коренному изменению представ-
лений об объекте исследований. В результате этого объем 
и глубина знаний об объекте или явлении увеличиваются.

С течением времени, когда человек не работает с дан-
ным объектом, объем и глубина знаний о нем уменьшают-
ся. Это связано с целым рядом причин, например, при пе-
реходе информации в долговременную память происходит 
ее частичная потеря, индивид не в состоянии самостоятель-
но в нужный момент времени извлечь всю необходимую 
информацию из долговременной памяти, на микроуровне 
идет процесс разрушения некоторых синаптических связей, 
ответственных за хранение информации об объекте и т. 
п. Процессы познания протекают строго индивидуально.  
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Об этом свидетельствует тот факт, что объем и глубина зна-
ний, усвоенных индивидами в одних и тех же внешних ус-
ловиях, различны.

Автор индивидуальной теории личности А. Адлер 
в принципе отвергал концепцию психического детерми-
низма. Он писал: «Мы придерживаемся того мнения, что 
в жизни человека нет ничего причинно обусловленного.  
И, поскольку каждый феномен чем-то отличается от дру-
гих, в психологии мы не можем говорить о причинности 
и детерминизме» [50]. Здесь следует отметить, что Адлер 
придерживался классических представлений о детерми-
низме. Мы полагаем, что сознанию человека свойственен 
детерминизм, но не в его классическом понимании. Как 
было показано выше, детерминизм сознания, проявляю-
щийся в изменении состояния мозга человека, реализует-
ся через случайность. И, следовательно, детерминизм зна-
ний человека об окружающем мире также реализуется 
через случайность.

В процессе получения знаний (усвоения информации) 
обучающийся движется в информационном пространстве, 
представляющем собой совокупность результатов семанти-
ческой деятельности человечества. Учебные дисциплины 
содержат информационные блоки, выстроенные в строгой 
логической последовательности. Это означает, что в инфор-
мационном пространстве имеются определенные направле-
ния, вдоль которых и движутся обучающиеся. В информа-
тике информацию принято измерять в битах, а в педагоги-
ке при измерениях знаний обучающихся – в баллах. Между 
битами информации и баллами существует определенная 
связь, а именно, количеству информации, содержащейся 
в учебной дисциплине, соответствует максимальный балл 
выбранной шкалы измерений.

В настоящее время существуют два принципиально 
различающихся подхода к моделированию поведения об-
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учающегося в процессе получения знаний: первый подход 
(традиционный) основан на том, что поведение обучаю-
щегося классически детерминировано; второй подход ос-
нован на неклассическом детерминизме (детерминизме, 
реализующемся через случайность). Модель обучающего-
ся – это совокупность характеристик обучающегося, к чис-
лу которых относится способность обучающегося усваивать 
информацию, о которой можно судить по результатам 
оценки знаний.

Учитывая вероятностный характер сознания челове-
ка и, следовательно, вероятностный характер его знаний, 
в качестве объективной характеристики, определяющей 
поведение индивида в процессе усвоения информации, 
может быть принята функция распределения (плот-
ность вероятности), т. е. вероятность найти обучающего-
ся в единичной области информационного пространства 
[28, 51]. Эти рассуждения легли в основу индивидуально-
го вероятностно-статистического метода, в соответствии 
с которым обучающийся идентифицируется функцией 
распределения, распространяющейся в информационном 
пространстве координат, скоростей и ускорений различ-
ных порядков:

( , , , ,...; ) /t dw dvΨ σ σ σ σ =  

...dv d d d d= σ σ σ σ    

,
где ( , , , ,...; ) /t dw dvΨ σ σ σ σ =  

...dv d d d d= σ σ σ σ    

  – функция распределения; σ , ( , , , ,...; ) /t dw dvΨ σ σ σ σ =  

...dv d d d d= σ σ σ σ    

 ( , , , ,...; ) /t dw dvΨ σ σ σ σ =  

...dv d d d d= σ σ σ σ    

 
и ( , , , ,...; ) /t dw dvΨ σ σ σ σ =  

...dv d d d d= σ σ σ σ    

  – координата, скорость, ускорение первого поряд-
ка и ускорение второго порядка соответственно; t  – вре-
мя; dw   – вероятность найти обучающегося в объеме 

( , , , ,...; ) /t dw dvΨ σ σ σ σ =  

...dv d d d d= σ σ σ σ     информационного пространства.
В связи с тем, что обучающийся идентифицируется 

функцией распределения, нельзя точно указать его поло-
жение в информационном пространстве, можно лишь го-
ворить о вероятности нахождения обучающегося в той или 
иной области информационного пространства.
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1.3. Выводы

1. Индивидуальный вероятностно-статистический метод 
в отличие от массового вероятностно-статистического мето-
да может быть использован для анализа поведения отдель-
но взятого объекта или события.

2. Детерминизм сознания человека реализуется через 
случайность, обусловленную случайным характером его 
психосоматического состояния.

3. Успешность любой деятельности человека зависит 
от уровня развития его сознания. Поскольку детерминизм 
сознания реализуется через случайность, то процесс и ре-
зультат деятельности индивида неизбежно несут в себе эле-
менты случайности. Это относится непосредственно и к про-
цессу обучения человека. 

4. Поведение обучающегося в процессе усвоения инфор-
мации подчиняется вероятностно-статистическим законо-
мерностям, в соответствии с которыми он идентифициру-
ется функцией распределения (плотностью вероятности), 
движущейся в информационном пространстве координат, 
скоростей и ускорений различных порядков.

______________
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ГЛАВА 2

МЕТОДЫ ОЦЕНКИ ЗНАНИЙ В ПЕДАГОГИКЕ

2.1. Методология педагогических исследований

В современном понимании методология – это учение 
о структуре, логической организации, методах и средствах 
деятельности. Методология педагогики трактуется как 
система знаний об исходных положениях, обосновании 
и структуре педагогической теории; учение о структуре, 
функциях, методах педагогического исследования, позна-
нии и преобразовании педагогической действительности. 
В методологии различают методологическое исследование 
и методологическое обеспечение.

Задачей методологических исследований является вы-
явление закономерностей и тенденций развития педагоги-
ческой науки, ее связи с практикой, принципов повышения 
эффективности и качества педагогических исследований, 
анализ их понятийного состава и методов [18, 19]. Под мето-
дологическим обеспечением педагогического исследования 
понимают возможность использования совокупности знаний 
для обоснования процесса исследовательской деятельности, 
ее логики и методов, а также для оценки ее качества.

Для решения конкретных задач при проведении пси-
холого-педагогических исследований применяются опреде-
ленные методы. Метод – это способ достижения какой-ли-
бо цели, включающий совокупность приемов практической 
или теоретической деятельности. Метод вооружает чело-
века наиболее рациональными способами проведения ис-
следований и тем самым оптимизирует его деятельность. 
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Один из основоположников научной методологии англий-
ский философ Ф. Бекон считал, что научный метод подобен 
фонарю, освещающему дорогу бредущему в темноте путни-
ку. Научные методы подразделяются на общенаучные, кон-
кретно-научные и всеобщие [26].

Общенаучные методы – методы, используемые во всех 
разделах науки. К ним относятся эмпирические и теорети-
ческие методы. Эмпирические методы включают:

• наблюдение – целенаправленное восприятие явлений 
объективной действительности;

• описание – фиксация средствами естественного или 
искусственного языка сведений об объектах;

• измерение – сравнение объектов по каким-либо сход-
ным свойствам или сторонам;

• эксперимент – наблюдение в специально создаваемых 
и контролируемых условиях в целях установления причин-
ной зависимости между заданными условиями и характе-
ристиками исследуемого объекта;

•  моделирование  – воспроизведение свойств объекта 
на специально создаваемом его аналоге (модели).

Теоретические методы включают:
• идеализацию – мысленное выделение существенных и  аб-

страгирование от несущественных свойств, черт, сторон и т.п.;
• формализацию – построение абстрактных математи-

ческих моделей, раскрывающих сущность процессов и яв-
лений действительности;

• теоретизацию – построение теорий на основе аксиом – 
утверждений, не требующих доказательств;

• математическое моделирование – получение инфор-
мации о свойствах процессов или объектов на основе иссле-
дования их математических моделей;

• гипотетико-дедуктивный метод – получение необходи-
мой информации с применением известных законов (гипо-
тез) и дедуктивного метода;
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• метод подтверждаемости – сопоставление следствий, 
вытекающих из теории, на соответствие эмпирическим 
фактам.

Конкретно-научные методы – специфические методы 
для отдельных разделов науки, например, метод внешней 
экспертной оценки в психологии или метод балльной оцен-
ки знаний обучающихся в педагогике.

Всеобщие методы – методы, применяемые не только 
в науке, но и в других отраслях человеческой деятельности. 
К всеобщим методам человеческой деятельности относят 
анализ, синтез, абстрагирование, сравнение, обобщение, 
индукцию, дедукцию, аналогию, моделирование, класси-
фикацию [10, 19, 26].

2.2. Психолого-педагогический подход  
к оценке знаний обучающихся

В настоящее время методология исследований в психо-
логии и педагогике, определяющая структуру, логическую 
организацию, методы и средства деятельности, по глубине 
разработки существенно уступает методологии исследова-
ний в естественных и технических науках. Это объясняет-
ся, прежде всего, тем, что при проведении психолого-педа-
гогических исследований велико влияние субъективного 
фактора. Так, например, при определении полноты знаний 
обучающегося (объекта исследований) в качестве эталона 
измерений выступает полнота знаний преподавателя (субъ-
екта). Педагогическое понятие «полнота знаний», по мне-
нию В.И. Михеева, отражает в своей основе сложные сторо-
ны мнестической деятельности обучающегося при усвоении 
знаний и может выступать как соответствующий показатель 
объема заученной системы понятий учебного материала [22].

При изучении и конкретизации содержания такого по-
нятия, как полнота знаний, необходимо более четко пред-
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ставлять его качественные стороны описания, которые 
во многом связаны с механизмом воспроизведения обуча-
ющимся учебных понятий и их запоминанием. Действи-
тельно, любое учебное понятие выступает для обучающе-
гося как некоторое слово, которое, как отмечает А.Р. Лу-
рия [21], имеет и свое значение, определяемое объективно 
сложившейся системой связей, которые, в сущности, стоят 
за словом, и свой смысл, выступающий как индивидуаль-
ное значение слова, выделенное из объективной системы 
связей.

Исходя из самых общих представлений, знания пред-
ставляют собой целостную и систематизированную сово-
купность научных понятий о закономерностях природы, 
общества и мышления. С позиций общей психологии, 
по С.Л. Рубинштейну [39], знания есть определенная фор-
ма отражения внешнего мира в сознании обучающегося 
в виде соответствующих образований  – представлений 
и понятий, которые сохраняются в его памяти и направ-
лены на регулирование и организацию его практической 
деятельности. В педагогической психологии и педагогике 
знания обучающегося рассматриваются с позиций общего 
содержания образования, видов знаний, уровня усвоения 
знаний, качеств знаний и структуры признаков, определя-
ющих эти качества [3, 15, 22, 25].

Полнота знания индивида зависит от таких параметров, 
как память, внимание, способность к обучению, качество 
ассоциаций, психическое и физическое здоровье, внешние 
условия и т. п. [5, 20]. Кроме того, в процессе измерений 
может иметь место так называемый психологический шу-
мовой фон, зависящий от эмоционального, психического, 
физического и других состояний в момент измерения, как 
объекта измерений, так и измерителя, которые оба в этом 
случае являются индивидами. Отсюда непосредственно 
следует, что при измерении полноты знания, как, впрочем, 
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и любого другого педагогического качества или свойства, 
эталон сравнения всегда субъективен. Субъективность 
знаний относится к их полноте, а сами знания, несмотря 
на то что они представляют собой информацию, усвоенную 
индивидом в процессе размышлений и рассуждений, объ-
ективны.

Уменьшить влияние субъективного фактора способны 
технические средства, которые могут быть поставлены меж-
ду субъектом и объектом исследований, например, компью-
тер при проведении компьютерного тестирования полноты 
знаний. Однако устранить полностью влияние субъектив-
ного фактора на процесс педагогического измерения техни-
ческие средства принципиально не могут, т. к. формулиро-
вание вопросов тестирования, оценка полноты охвата ими 
изучаемого материала, ранжирование вопросов по степени 
важности, присвоение им весовых коэффициентов и т. п. 
осуществляются субъектом исследования.

В центре педагогических исследований находится чело-
век или группа людей, личностные характеристики кото-
рых являются определяющими для результатов исследова-
ний. Это означает, что такие исследования должны носить 
психолого-педагогический характер. Деятельность студен-
та в вузе включена в систему общественно-социальных от-
ношений и для ее научно обоснованного изучения, форми-
рования и управления в процессе обучения и воспитания 
необходимо использовать большой набор характеристик, со-
ставляющих основу описания студента как индивида, как 
личности и как субъекта деятельности [1, 3].

При изучении психолого-педагогических закономерно-
стей обучения студентов возникает необходимость учиты-
вать многие свойства, оценивая их в содержательном смыс-
ле. Однако слабый уровень изученности свойств деятельно-
сти обучающегося заметно сказывается на точности языка 
описания результатов любого психолого-педагогическо-



23

Глава 2. Методы оценки знаний...

го исследования, что порождает различные толкования 
в определении свойств эмпирических объектов и описании 
их структуры [22]. В связи с этим в настоящее время боль-
шое внимание уделяется повышению качества и эффектив-
ности педагогических исследований [6, 24].

Большую роль в педагогических исследованиях играет 
эксперимент. Согласно общим представлениям о научном 
эксперименте [40], педагогический эксперимент выступает 
как один из методов эмпирического исследования, который 
имеет свои особенности, свою структуру и несет свою функ-
циональную нагрузку в педагогическом исследовании.  
Во многих работах по теории педагогики высшей школы 
педагогический эксперимент чаще называется дидактиче-
ским, что определенным образом подчеркивает его целевую 
направленность. Так, под педагогическим экспериментом 
современная педагогика высшей школы понимает метод 
исследования, который используется с целью выяснения 
эффективности применения отдельных методов и средств 
обучения и воспитания [4, 22].

Результаты познания психолого-педагогических законо-
мерностей процесса обучения и воспитания в высшей шко-
ле зависят от того, как и на каком теоретическом и прак-
тическом уровне строятся в педагогических исследованиях 
описания различных сторон деятельности педагога и обу-
чающегося, какие объективные способы выявления и оцен-
ки соответствующих характеристик деятельности исполь-
зуются при этом. К числу актуальных задач в области ме-
тодологии педагогики и методов психолого-педагогических 
исследований следует отнести формирование качественной 
модели описания различных свойств деятельности обучаю-
щегося [44], выступающих как объекты измерения; постро-
ение для них соответствующих качественных шкал измере-
ния и построение методики обработки результатов измере-
ний качественных признаков изучаемых свойств.
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В основе методов измерения характеристик объектов 
всегда лежат модельные представления об этих объектах. 
Это относится и к методам измерения знаний обучающих-
ся. Убедимся в этом. Как уже отмечалось выше, обучаю-
щийся в процессе получения знаний движется в информа-
ционном пространстве. Для описания поведения обучаю-
щегося в этом процессе используются две принципиально 
различающиеся модели: точечная и пространственно про-
тяженная модели.

В соответствии с первой моделью (классической) обуча-
ющийся представляет собой точечный объект, положение 
которого в информационном пространстве определяется 
числом (например, количеством баллов) с указанием по-
грешности измерения. Эта модель не учитывает внутренне 
присущий обучающемуся случайный характер поведения. 
В соответствии со второй моделью обучающийся представ-
ляет собой пространственно протяженный объект (функцию 
распределения), и следовательно, можно говорить лишь 
о вероятности нахождения обучающегося в той или иной 
области информационного пространства. Такое поведение 
обучающегося обусловлено случайным характером его пси-
хосоматического состояния в процессе усвоения информа-
ции и в процессе тестирования.

Следует отметить, что точечная модель обучающего-
ся является предельным случаем вероятностно-статисти-
ческой модели обучающегося. Она может быть получена 
при стремлении к нулю дисперсии функции распределе-
ния, идентифицирующей обучающегося.

При проведении педагогических измерений важную 
роль играет шкалирование, представляющее собой опера-
цию упорядочения исходных эмпирических данных путем 
перевода их в шкальные оценки. Рассмотрим подробно ос-
новы шкалирования раздельно с позиций точечной и веро-
ятностно-статистической моделей обучающегося.
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2.3. Классическое шкалирование

Важная роль в шкалировании отводится понятию шка-
лы измерений. На это в своих работах в 1946 году указал 
С.С. Стивенс [47, 59], Развивая представления Стивенса 
о шкале измерения, П. Суппес и Дж. Зинес дают следую-
щее определение шкалы [48], ставшее, по существу, уже 
классическим: “Пусть A – эмпирическая система с отноше-
ниями, R – полная числовая система с отношениями, F – 
функция, которая гомоморфно отображает A в подсистему 
R (если в области нет двух разных объектов с одинаковой 
мерой, что является отображением изоморфизма). Назовем 
шкалой упорядоченную тройку <A; R, F>”. Приведенное 
определение обладает общностью, так как охватывает все 
известные шкалы в технической области, психологии, пе-
дагогике, социологии и др. Под множеством A понимается 
множество эмпирических объектов с существенными свя-
зями между ними, определяемыми некоторым набором от-
ношений. Задача изучения этих связей определяется в са-
мой постановке проблемы измерения. Выбор тех или иных 
закономерностей при изучении свойств главным образом 
определяет выбор шкалы измерения.

В работе [22] рассмотрен конкретный пример использо-
вания введенного понятия шкалы. Так, например, уровень 
подготовки студентов обобщенно можно характеризовать 
номером курса, на котором они учатся: первокурсники, 
второкурсники и т. д. Является ли такой способ измерения 
шкалированием? Прежде чем ответить на этот вопрос, 
уточним основные понятия по определению шкалы по  
П. Суппесу и Дж. Зинесу. В качестве указанной числовой 
системы R обычно берется система действительных чисел 
или некоторая ее подсистема. В данном примере в каче-
стве числовой системы R взято множество целых чисел, 
указывающих номер курса. Под отображением F в данном 
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примере понимается простое правило сопоставления каж-
дому студенту (каждому уровню подготовки) из рассма-
триваемого множества некоторого числа из множества R: 
первокурснику – 1; третьекурснику – 3; пятикурснику – 5 
и т. д. Следовательно, такое упорядочение объектов явля-
ется шкалированием.

С позиций современных представлений о шкале приве-
денное определение несет в себе определенную неточность 
[2]. Дело в том, что по результатам измерений охаракте-
ризовать качественные связи изучаемой эмпирической 
системы, необходимо указать класс допустимых взаимно 
однозначных преобразований множества действительных 
чисел в себя. Это позволяет отыскивать и множество всех 
отношений, инвариантных относительно этих преобразова-
ний. Такое уточнение вопроса оттеняет важное для теории 
измерений понятие типа шкалы. Каждый тип шкалы ха-
рактеризуется классом допустимых преобразований чисел 
действительной оси. Допустимость преобразований, кото-
рые обозначим буквой G, здесь является ключевым тер-
мином, что позволяет уточнить классическое определение 
шкалы: <A; R, F, G> [22].

Современная теория измерений различает шкалы наи-
менований, порядка, интервалов, отношений и разностей, 
причем в основу классификации положено множество до-
пустимых преобразований, что и характеризует единствен-
ность конкретного числа шкал [48]. Основные свойства этих 
шкал рассмотрены в работе [32].

2.4. Вероятностно-статистическое 
шкалирование

Выше было показано, что в процессе обучения индивид 
движется в информационном пространстве, причем его по-
ведение ассоциируется с поведением некоторой функции 
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распределения ( , , , ,...; )tΨ σ σ σ σ   . Поскольку в данном слу-
чае интерес представляет распространение функции рас-
пределения в координатном пространстве и во времени, 
выполним операцию свертки данной функции по скорости 
и ускорениям различных порядков:

( )

( ; ) ( , , , ,...; ) ...t t d d d
∞

Ψ σ = Ψ σ σ σ σ σ σ σ∫      

Из сказанного следует, что задача измерения полноты 
знаний обучающегося сводится фактически к нахождению 
его индивидуальной функции распределения с использо-
ванием вероятностно-статистического шкалирования. Рас-
смотрим основные аспекты вероятностно-статистического 
шкалирования [30, 31, 52].

Пусть по аналогии с [22] A  – некоторое вполне упо-
рядоченное множество объектов (обучающихся), облада-
ющих интересующими нас признаками (эмпирическая 
система с отношениями); LΨ   – функциональное про-
странство (пространство функций распределения) с отно-
шениями; F  – операция гомоморфного отображения A  
в подсистему LΨ ; G  – группа допустимых преобразова-
ний. Тогда шкалой можно назвать упорядоченную систе-
му ; , ,A L F GΨ< > .

Однако работать с функциями распределения в функци-
ональном пространстве достаточно сложно. С целью упро-
щения перейдем из функционального пространства в чис-
ловое пространство. Предположим, что каждой из функ-
ций распределения можно поставить в соответствие набор 
числовых величин, например, { ( )}n tµ  – моментов функции 
распределения от нулевого до бесконечно большого по-
рядка (n = 0, 1, 2, …). Пусть также может быть решена об-
ратная задача – восстановление функции распределения 

( ; )tΨ σ  по заданному набору моментов { ( )}n tµ .
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Момент нулевого порядка

0
0

( ) ( ; ) 1t t d
∞

µ = Ψ σ σ =∫
определяет вероятность найти обучающегося во всем инфор-
мационном пространстве и, следовательно, равен единице.

Момент первого порядка

1
0

( ) ( ; )t t d
∞

µ = σΨ σ σ∫
определяет математическое ожидание (среднее значение σ ).

Момент второго порядка

2
2 1

0

( ) [ ( )] ( ; )t t t d
∞

µ = σ−µ Ψ σ σ∫
характеризует дисперсию функции распределения.

Моменты n -го порядка ( 1n > ) имеют вид

1
0

( ) [ ( )] ( ; )n
n t t t d

∞

µ = σ−µ Ψ σ σ∫ .

Моменты четных порядков характеризуют расплывание 
функции распределения, а моменты нечетных порядков, на-
чиная с момента третьего порядка – асимметрию функции 
распределения относительно математического ожидания.

Тогда, наряду с операцией отображения F  элементов 
множества A  в подсистему функционального пространства 
LΨ , можно говорить об операции отображения f  функций 
распределения ( ; )tΨ σ  из подсистемы LΨ  на числовые си-
стемы с отношениями n -мерного пространства M . В этом 
случае шкалой будем называть упорядоченную систему 

; , , ; ,A L F G f MΨ< > . Это означает, что вероятностно-ста-
тистическое шкалирование представляет собой операцию 
упорядочения исходных функций распределения, иденти-
фицирующих обучающихся в информационном простран-
стве, путем расчета моментов функций распределения 
и перевода их в шкальные оценки.
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Таким образом, для определения полноты знаний обу-
чающихся и ранжирования их по уровню знаний необходи-
мо выполнить следующие действия:

• найти экспериментально по результатам тестирова-
ния, например экзамена, индивидуальные функции рас-
пределения обучающихся;

• рассчитать моменты индивидуальных функций рас-
пределения;

• провести ранжирование обучающихся по уровню зна-
ний на основе сравнения моментов различных порядков их 
индивидуальных функций распределения.

2.5. Выводы
1. Методы измерения полноты знаний основаны на  

использовании конкретных моделей обучающихся. Так, 
классическое шкалирование учитывает точечную модель 
обучающегося, в соответствии с которой последний иденти-
фицируется математической точкой, движущейся в инфор-
мационном пространстве по мере получения знаний. Эта 
модель обучающегося имеет ограниченные возможности 
поскольку не учитывает случайный характер психосомати-
ческого состояния человека.

2. Вероятностно-статистическое шкалирование использу-
ет модель обучающегося, в соответствии с которой он  иден-
тифицируется функцией распределения в информационном 
пространстве. Вероятностно-статистическое шкалирование 
позволяет при оценке полноты знаний обучающегося пере-
йти из функционального пространства в числовое простран-
ство посредством нахождения численных значений момен-
тов различных порядков функций распределения.

3. Сравнительный анализ значений моментов индиви-
дуальных функций распределения обучающихся позволяет 
ранжировать их по уровню знаний.

______________
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ГЛАВА 3

ИНДИВИДУАЛЬНЫЙ  
ВЕРОЯТНОСТНО-СТАТИСТИЧЕСКИЙ  

МЕТОД ОЦЕНКИ ЗНАНИЙ ОБУЧАЮЩИХСЯ

3.1. Применение вероятностно-статистического 
шкалирования для оценки полноты знаний

Рассмотрим подробно результаты одновременного при-
менения массового и индивидуального вероятностно-стати-
стических методов для оценки знаний обучающихся [53]. 
На рис. 3.1 представлены функции распределения, иденти-
фицирующие обучающихся, полученные МВС-методом с ис-
пользованием 5-балльной и 20-балльной шкал с учетом по-
грешности 0,5∆σ =  балла (рис. 3.1а и рис. 3.1б соответствен-
но) и ИВС-методом с использованием 20-балльной шкалы 
(рис. 3.1в). Для удобства анализа результатов измерений 
функции распределения представлены также в безразмер-
ных координатах. Переход к безразмерной шкале измере-
ний осуществляется делением всех чисел на оси абсцисс на  
максимальное значение выбранной шкалы ( max/∗σ = σ σ ) 
и умножением всех чисел на оси ординат на максимальное 
значение выбранной шкалы ( max( ) ( )∗ ∗Ψ σ = Ψ σ σ ). Здесь ∗σ , 
σ  и maxσ  – безразмерная координата, обычная координа-
та, измеряемая в баллах, и значение верхнего предела вы-
бранной шкалы соответственно; ( )∗ ∗Ψ σ  и ( )Ψ σ  – функция 
распределения в безразмерных координатах и функция 
распределения в обычных (балльных) координатах соот-
ветственно.
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Рис. 3.1. Функции распределения обучающихся,  
полученные МВС-методом по 5-балльной шкале (а)  

и по 20-балльной шкале (б) и ИВС-методом по 20-балльной шкале (в)
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Из анализа функций распределения, полученных с ис-
пользованием МВС-метода, следует, что этот метод не по-
зволяет должным образом дифференцировать обучающих-
ся по уровню знаний. Так все обучающиеся, получившие 
оценку (4,0 ± 0,5) балла по 5-балльной шкале или (0,8 ± 0,1) 
по безразмерной шкале, идентифицируются одной и той же 
функцией распределения (рис. 3.1а) и, следовательно, не-
различимы по уровню знаний. Переход к 20-балльной шка-
ле показывает, что те же самые обучающиеся имеют раз-
личающиеся оценки ((10,0 ± 0,5) балла и (15,0 ± 0,5) балла 
по 20-балльной шкале или (0,50± 0,03) и (0,75 ± 0,03) по без-
размерной шкале соответственно) и, следовательно, разли-
чаются по значениям математических ожиданий функций 
распределения. Однако функции распределения остаются 
прямоугольными и несут мало информации о каждом об-
учающемся.

Данного недостатка лишены функции распределения, 
идентифицирующие тех же обучающихся, полученные ИВС-
методом (рис. 3.1в). В них содержится информация не толь-
ко о значениях математических ожиданий ((10,30±0,05) 
баллов и (14,50±0,05) баллов по 20-балльной шкале или 
(0,515 ± 0,003) и (0,725 ± 0,003) по безразмерной шкале соот-
ветственно), но и о значениях дисперсий (моментов вто-
рого порядка: (0,76 ± 0,05) балл 2 и (1,20 ± 0,05) балл 2 
соответственно), и о значениях моментов третьего порядка 
((–0,34 ± 0,05) балл 3 и 0,00 балл 3 соответственно), характери-
зующих асимметрию функций распределения. Это позволя-
ет более тонко ранжировать обучающихся по уровню знаний.

Рассмотрим процедуру нахождения экспериментальных 
функций распределения обучающихся [32]. Перед прове-
дением измерений полноты знаний обучающихся препода-
ватель подготавливает таблицу, аналогичную таблице 3.1, 
в которую, например, во время экзамена заносит значения 
вероятностей, выраженные в процентах (из-за удобства из-
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мерений), нахождения знаний обучающегося в соответству-
ющих интервалах балльной шкалы. В данном случае ис-
пользовалась двадцатибалльная шкала.

Таблица 3.1
Результаты измерений знаний студентов, полученные  

на основе ИВС-метода на экзамене по физике  
(традиционная оценка “3”)

№  
п/п

Интервалы шкалы, баллы
2–3 3–4 4–5 5–6 6–7 7–8 8–9 9–10 10–11

1 10 20 20 30 20
2 20 50 30
3 20 60 10 10

Рис. 3.2. Функции распределения, идентифицирующие студентов, 
получивших на экзамене традиционную оценку  

«удовлетворительно» (3 балла) по пятибалльной шкале
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Данные табл. 3.1 используются для построения индиви-
дуальных функций распределения обучающихся, которые 
представлены на рис. 3.2.

Видно, что индивидуальные функции распределения 
обучающихся располагаются в разных областях информа-
ционного пространства и имеют различную структуру, т. е. 
в данном случае работает так называемый принцип «раз-
личимости». Это свидетельствует о том, что моменты пред-
ставленных функций распределения имеют различные 
значения (табл. 3.2).

Таблица 3.2
Моменты функций распределения студентов, 

получивших на экзамене традиционную оценку «3»

№ 
п/п

Порядок момента
μ1, балл μ2, балл2 μ3, балл3 μ4, балл4 μ5, балл5

1 5,80 1,61 –0,58 5,11 –4,29
2 6,60 0,49 –0,05 0,50 –0,15
3 8,60 0,69 0,49 1,66 2,21

В большинстве случаев, как показывает опыт, доста-
точно ограничиться расчетом моментов первого порядка μ1 
(математического ожидания), второго порядка μ2 (диспер-
сии) и третьего порядка μ3, характеризующего асимметрию 
функции распределения. Сравнение значений найденных 
моментов индивидуальных функций распределения по-
зволяет осуществлять тонкое ранжирование обучающихся 
по уровню знаний. Аналогичную структуру индивидуаль-
ные функции распределения имеют и для студентов, полу-
чивших на экзамене оценки «отлично» (5 баллов), «хорошо» 
(4 балла) и «неудовлетворительно» (2 балла).

В приближении аддитивности индивидуальных функ-
ций распределения легко провести их статистическую об-
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работку. С этой целью воспользуемся результатами изме-
рений полноты знаний студентов на экзамене по физике 
с помощью классического и вероятностно-статистического 
шкалирований [32, 35]. Так, для потока студентов, состо-
ящего из 56 обучающихся, 7 студентов получили тради-
ционную оценку «5» баллов, 17 студентов – «4» балла, 28 
студентов – «3» балла и 4 студента – «2» балла. Используя 
результаты измерений полноты знаний данной группы сту-
дентов, полученные с помощью вероятностно-статистиче-
ского шкалирования с использованием двадцатибалльной 
шкалы, были построены индивидуальные функции рас-
пределения для каждого студента и проведена их стати-
стическая обработка. На рис. 3.3 изображены усредненные 
индивидуальные функции распределения обучающихся, 
соответствующие указанным выше группам студентов [35].

Анализ этих функций распределения показывает, что 
не существует четко очерченных границ между полнотой 
знаний студентов, получивших на экзамене традиционные 
оценки «5» и «4», «4» и «3», «3» и «2». Функции распреде-
ления приграничных областей перекрываются. Как отме-
чалось выше, в процессе измерения полноты знаний обу-
чающегося последний взаимодействует с преподавателем, 
действия которого также несут в себе элементы случай-
ности, что естественно сказывается на результате измере-
ния. Однако получить в явном виде влияние преподава-
теля на процесс измерения полноты знаний обучающегося 
не удается, т. к. оно носит латентный характер.

На первый взгляд может показаться, что вероятност-
но-статистический метод оценки полноты знаний обучаю-
щихся является достаточно трудоемким и требует длитель-
ной подготовки и тренировки преподавателей. Однако это 
не так. Как правило, достаточно 7 – 10 измерений, чтобы 
преподаватель приобрел соответствующий навык. Мож-
но надеяться, что применение искусственного интеллекта 
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для оценки полноты знаний обучающихся на основе веро-
ятностно-статистического метода значительно облегчит ра-
боту преподавателей.

Рис. 3.3. Усредненные функции распределения, идентифицирующие 
студентов, получивших на экзамене по пятибалльной шкале 
традиционные оценки: 1 – «неудовлетворительно» (2 балла);  

2 – «удовлетворительно» (3 балла); 3 – «хорошо» (4 балла);  
4 – «отлично» (5 баллов)
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Таким образом, вероятностно-статистическое шкалиро-
вание, отражающее существенное в поведении индивидов 
во время обучения, позволяет получить важную инфор-
мацию о состоянии учебно-воспитательного процесса, ко-
торая, несомненно, полезна как самим обучающимся, так 
и коллективу преподавателей, и администрации учебного 
заведения для совершенствования учебно-воспитательного 
процесса и оптимизации его структуры.

3.2. Эволюция экспериментальных  
функций распределения

В работе [29] был проведен анализ эволюции экспе-
риментально найденных индивидуальных функций рас-
пределения студентов одного из факультетов Московско-
го института электронной техники (МИЭТ), обучавшихся 
с первого по пятый курс. Общее количество студентов – 
78 человек. Функция распределения строилась в пересчете 
на одну учебную дисциплину в семестр.

Для оценки полноты знаний обучающегося использо-
валась пятибалльная порядковая шкала. При этом мак-
симально возможное продвижение обучающегося в инфор-
мационном пространстве при изучении одной дисциплины 
составляет 5 баллов. Фактически положение индивида в ин-
формационном пространстве определяется прямоугольной 
функцией распределения, ширина которой равна 1 баллу, 
что соответствует погрешности измерения 0,5 балла. Эта по-
грешность, как отмечалось выше, настолько большая, что 
не позволяет наблюдать истинный вид функции распреде-
ления. В этом случае приходится истинную функцию рас-
пределения аппроксимировать прямоугольной функцией 
распределения, совпадающей по форме с функцией распре-
деления, полученной МВС-методом (рис. 3.4). 

Однако, несмотря на столь грубую аппроксимацию 
функции распределения, изучение ее эволюции, тем не ме-
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нее, позволяет получить важную информацию, как о по-
ведении отдельного индивида, так и студенческой группы, 
и курса в целом. Строгий подход к нахождению функции 
распределения обучающегося рассмотрен в [32].

Рис. 3.4. Функции распределения:  
1 – истинная; 2 – аппроксимирующая

Таким образом, для простоты рассмотрения задачи экс-
периментальную функцию распределения студента будем 
аппроксимировать прямоугольной функцией, ширина кото-
рой после первого семестра составляет 1 балл, после второ-
го – 2 балла и т. д. В качестве начальной функции распре-
деления обучающегося возьмем дельта-функцию Дирака:

( ; 0) ( 0)Ψ σ = δ σ− ,
имеющую бесконечно большое значение в начале коорди-
нат и нулевые значения во всех других точках.

Математическое ожидание функции распределения об-
учающегося после n-го семестра определяется суммой сред-
них оценок, полученных студентом за n семестров, а именно:

1

n

j
j=

< σ >= < σ >∑ ,

где j< σ >  – средняя оценка, полученная студентом в j-ом 
семестре.
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Типичный вид экспериментальной функции распреде-
ления обучающегося после каждого года обучения (учеб-
ный год состоит из двух семестров), представлен на рис. 3.5.

Рис. 3.5. Эволюция экспериментальной функции распределения, 
идентифицирующей студента: 1, 2, 3, 4, 5 – после первого, второго, 

третьего, четвертого, пятого годов обучения соответственно

При построении функций распределения для потока 
студентов использовался принцип аддитивности, в соответ-
ствии с которым не учитывается влияние студентов друг 
на друга в процессе обучения. Это позволило находить 
функцию распределения для потока студентов как сумму 
функций распределения всех индивидов, отнесенную к их 
количеству. Фактически функция распределения для пото-
ка студентов является функцией распределения обучающе-
гося, усредненной по всем индивидуальным функциям рас-
пределения. На рис. 3.6. изображены функции распределе-
ния для потока студентов, полученные после каждого года 
обучения. В каждом случае в качестве начальной функции 
распределения студента (в начале обучения на каждом 
курсе) бралась дельта-функция Дирака. 
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Рис. 3.6. Функции распределения студентов потока,  
соответствующие обучению в течение года  
(аппроксимированы гладкими линиями):  

1 – после первого курса; 2 – после третьего курса;  
3 – после пятого курса

Анализ показывает, что центры тяжести функций рас-
пределения, соответствующих первым курсам, смещены 
к их левой границе, а последним курсам – к правой. Сле-
дует отметить, что «сильные» студенты внесли свой вклад 
в головную часть усредненных функций распределения, 
а «слабые» студенты – в их хвостовую часть.

Об особенностях эволюции экспериментальной функции 
распределения студентов потока можно судить по данным, 
представленным на рис. 3.7. Видно, что по мере продвиже-
ния в информационном пространстве функции распреде-
ления расплываются. Это происходит вследствие того, что 
математические ожидания функций распределения инди-
видов движутся с разными скоростями, а сами функции 
расплываются из-за дисперсии. Следует отметить также, 
что центр тяжести функции распределения в процессе эво-
люции смещается от ее левой границы к центру.
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Рис. 3.7. Эволюция функции распределения студентов потока, 
аппроксимированной гладкими линиями: 1 – после первого курса;  

2 – после второго курса; 3 – после третьего курса;  
4 – после четвертого курса; 5 – после пятого курса

Другим важным результатом является перекрывание 
функций распределения, представленных после первого 
и второго курсов, второго и третьего курсов, третьего и чет-
вертого курсов, четвертого и пятого курсов, причем от кур-
са к курсу перекрытие увеличивается. Это свидетельствует 
о том, что объем знаний, которыми владеет слабый студент 
старшего курса (его индивидуальная функция распределе-
ния находится в «хвосте» функции распределения для пото-
ка студентов), может быть значительно меньше объема зна-
ний, которыми владеет сильный студент младшего курса.

В случае больших студенческих групп и потоков препо-
даватели при проведении занятий, как правило, вынужде-
ны ориентироваться на средних студентов, что при условии 
наблюдаемой большой дисперсии функции распределения 
негативно сказывается на учебе как сильных, так и сла-
бых студентов. Объем и качество сообщаемой информации 
в этом случае не соответствует потенциальным возможно-
стям сильных и слабых студентов. Сильные студенты рабо-
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тают ниже своих возможностей, а слабые студенты не в со-
стоянии усвоить учебный материал, что приводит к еще 
большей неоднородности студенческого коллектива. Такая 
ситуация вынуждает преподавателей понижать требования 
при аттестации студентов и неизбежно ведет к снижению 
уровня подготовки специалистов.

Функция распределения студентов потока позволяет 
в любой момент времени найти количество студентов, зна-
ния которых «находятся» в интересующей области инфор-
мационного пространства, например, в области координат 
от 1σ  до 2σ  (выделяя при этом, разумеется, целую часть):

2

1

* ( ; )N N t d
σ

σ

= Ψ σ σ∫ ,

где N  – количество студентов на потоке; *N  – количество 
студентов, знания которых находятся в области координат 
от 1σ  до 2σ .

Исследования эволюции функций распределения для  
других потоков всех факультетов МИЭТ показало, что функ-
ции распределения в информационном пространстве со вре-
менем во всех случаях сильно расплываются. По-видимому, 
такое поведение функций распределения имеет характер 
общей закономерности. Столь большая дисперсия знаний 
студентов в условиях дефицита времени и ограниченности 
численности профессорско-преподавательского коллектива 
вузов фактически ограничивает возможности по повышению 
уровня индивидуализации процесса обучения.

3.3. Особенности поведения  
математических ожиданий  

индивидуальных функций распределения

По мере приобретения знаний студентом в процессе об-
учения его индивидуальная функция распределения дви-
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жется в информационном пространстве, а, следовательно, 
движется и математическое ожидание [36, 46]. Значение 
математического ожидания после каждого курса обуче-
ния будем находить как сумму математических ожиданий, 
т. е. фактически как сумму оценок, полученных студентом 
по всем дисциплинам, а именно

1 1
1

n

iµ = µ∑
где μ1i – математическое ожидание индивидуальной функ-
ции распределения студента после сдачи i-го экзамена.

Поскольку на каждом курсе студенты сдают разное 
количество экзаменов, из соображений удобства анали-
за перейдем к безразмерным значениям математических 
ожиданий так, чтобы в каждом случае минимальное значе-
ние математического ожидания соответствовало «0», макси-
мальное – «1»:

 

, и  

минмакс

мин

11

11*
1 μμ

μμμ
−

−
=

*
1μ

мин
1μ

макс
1μ

,
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1 μμ

μμμ
−

−
=
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мин
1μ

макс
1μ  – безразмерное, минимальное и мак-

симальное значения математических ожиданий индивиду-
альных функций распределения соответственно.

На рис. 3.8 представлен спектр значений математиче-
ских ожиданий индивидуальных функций распределения 
после обучения студентов на каждом курсе. Высота линий, 
соответствующих каждому значению математического 
ожидания, определяет число студентов, индивидуальная 
функция распределения которых имеет данное значение 
математического ожидания. На рисунке представлены 
также значения математических ожиданий индивиду-
альных функций распределения (оценок) студентов по их 
аттестату о среднем (полном) общем образовании, учи-
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тывающие такие дисциплины, как математика, физика, 
химия, литература и русский язык, качество подготовки 
по которым определяет успешность обучения на техниче-
ском факультете.

Рис. 3.8. Связь числа студентов потока с математическими  
ожиданиями их индивидуальных функций распределения:  

1 – после 5 курса; 2 – после 4 курса; 3 – после 3 курса; 4 – после 2 курса; 
5 – после 1 курса; 6 – по аттестату о среднем общем образовании



45

Глава 3. Индивидуальный вероятностно-статистический метод...

Из анализа данных, представленных на рис. 3.8, видно, 
что основной массе студентов по аттестату о среднем общем 
образовании соответствуют большие значения математи-
ческих ожиданий их индивидуальных функций распреде-
ления, которые лежат в диапазоне от 0,5 до 1. Однако по-
сле первого курса ситуация меняется коренным образом, 
а именно теперь уже большинству студентов соответствуют 
малые значения математических ожиданий, находящиеся 
в диапазоне от 0 до 0,5. Это обусловлено, вероятно, тем, что 
студенты еще не успевают полностью адаптироваться к но-
вым для них условиям обучения.

После второго года обучения на спектре математических 
ожиданий начинают просматриваться три характерные об-
ласти: область математических ожиданий, соответствующая 
слабым студентам от 0 до 0,25; средним студентам от 0,25 
до 0,8 и сильным студентам от 0,8 до 1. Начиная с третьего 
курса, идет существенное перераспределение численности 
студентов в пределах спектра возможных значений мате-
матических ожиданий так, что после пятого курса основной 
массе студентов соответствуют значения математических 
ожиданий, лежащие в диапазоне от 0,5 до 1, т. е большин-
ство студентов по формальным признакам переходят в ка-
тегорию сильных студентов. Такое поведение математиче-
ских ожиданий индивидуальных функций распределения 
согласуется с поведением функций распределения студен-
ческих потоков, построенных на основе индивидуальных 
функций распределения (рис. 3.7).

Следует отметить, что, начиная с третьего курса об-
учения, начинает меняться список учебных дисциплин, 
а именно на смену фундаментальным дисциплинам прихо-
дят общетехнические и специальные дисциплины. Анализ 
учебных программ, фактического материала по лекциям, 
семинарам, лабораторным работам и результатов опроса 
студентов показал, что уровень фундаментализации обще-
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технических и специальных дисциплин в большинстве слу-
чаев сравнительно низкий. В результате сильные студенты 
«не дорабатывают», а слабым студентам достаточно простого 
запоминания материала. Кроме того, как правило, занижа-
ются требования к сдаче экзаменов. Опыт показывает, что 
именно такая ситуация и является основной причиной уве-
личения числа студентов на старших курсах, переходящих 
формально в категорию успевающих на хорошо и отлично.

3.4. Взаимодействие студенческой 
и профессорско-преподавательской подсистем

Полнота знаний студента непосредственно зависит 
от его взаимодействия с профессорско-преподавательским 
коллективом в процессе обучения. В [32] проведен анализ 
такого взаимодействия и установлено, что в линейном при-
ближении скорость движения математического ожидания 
индивидуальных функций распределения студентов в ин-
формационном пространстве пропорциональна функции 
воздействия профессорско-преподавательского коллектива 
и обратно пропорциональна функции инертности, характе-
ризующей неподатливость изменению положения матема-
тического ожидания в пространстве, а именно:

/ /d d t F m< σ > = ,
где < σ >   – математическое ожидание индивидуальной 
функции распределения обучающегося; F – функция воз-
действия на обучающегося со стороны профессорско-препо-
давательского коллектива, зависящая от профессиональ-
ных и личностных характеристик каждого; m – функция, 
характеризующая инертность (неподатливость) обучающе-
гося по отношению к изменению его положения в информа-
ционном пространстве и зависящая от личностных харак-
теристик индивида.
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Данное уравнение является фактически аналогом урав-
нения движения Аристотеля в механике, роль силы в кото-
ром выполняет функция воздействия, а массы – функция 
инертности. Следует отметить, что уравнение движения 
математического ожидания индивидуальной функции рас-
пределения является классически детерминированным и, 
следовательно, позволяет рассчитать для известных функ-
ций F  и m  положение математического ожидания в ин-
формационном пространстве в любой момент времени. 
Однако получение информации о свойствах этих функций 
представляет собой чрезвычайно сложную задачу и требу-
ет проведения глубоких психолого-педагогических иссле-
дований профессорско-преподавательской и студенческой 
подсистем.

3.5. Выводы

1. Дисперсия экспериментальных функций распре-
деления потока студентов при переходе от курса к курсу 
увеличивается, а сами функции распределения начинают 
перекрываться. Перекрытие функций распределения ста-
новится уже существенным между вторым и третьим кур-
сами, увеличиваясь при переходе к старшим курсам. Это 
свидетельствует о росте степени неоднородности по уровню 
знаний в студенческом коллективе.

2. Анализ распределения числа студентов по спектру 
значений математических ожиданий индивидуальных 
функций распределения после каждого курса обучения 
выявляет особенности в таком распределении и, следова-
тельно, дает сигнал к необходимости проверки качества об-
учения и объективности оценки полноты знаний студентов.

______________
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ГЛАВА 4

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ПОВЕДЕНИЯ ОБУЧАЮЩИХСЯ  

В ПРОЦЕССЕ ПОЛУЧЕНИЯ ЗНАНИЙ

4.1. Математическая модель обучающегося
Теоретические основы индивидуального вероятностно-

статистического метода описания поведения обучающегося 
в процессе получения знаний изложены в работе [32] и по-
лучили дальнейшее развитие в ряде работ, среди которых 
можно отметить [33]. Функции распределения, которыми 
идентифицируются обучающиеся, являются решениями диф-
ференциальных уравнений, полученных на основе закона со-
хранения вероятности. Они представляют собой уравнения 
непрерывности, связывающие изменения плотности вероят-
ности за единицу времени в пространстве координат, скоро-
стей и ускорений различных порядков с дивергенцией плот-
ности потока вероятности. Эти уравнения имеют вид [35]:
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 – функции распределе-
ния, идентифицирующие обучающегося в информацион-
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та, скорость, средняя скорость, ускорение первого порядка, 
среднее ускорение первого порядка и среднее ускорение 
второго порядка индивида соответственно; t – время.

Данная система состоит из бесконечного числа уравне-
ний, и вопрос о том, какое из приведенных уравнений ис-
пользовать для нахождения функции распределения, за-
висит от возможности получения данных о средних значе-
ниях скорости и ускорений различных порядков. 

Следует отметить, что уравнения непрерывности (4.1) по-
зволяют прогнозировать поведение индивидуальных функ-
ций распределения в пространстве и во времени, а, следова-
тельно, и поведение индивидов, выполняющих определен-
ную деятельность, поскольку последние идентифицируются 
этими функциями. Это есть проявление неклассического 
детерминизма, реализующегося через случайность.

Первое уравнение из системы дифференциальных урав-
нений (4.1) позволяет найти в явном виде функцию распре-
деления, описывающую поведение обучающегося в коорди-
натном пространстве [58]. Найдем решение этого уравне-
ния, записав его в следующем виде:
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Решением данного уравнения является функция аргу-
мента 
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В этом можно убедиться, подставив (4.3) в (4.2). Конкрет-

ный вид функции распределения найдем из анализа экс-
периментального материала. С этой целью воспользуемся 
экспериментальной функцией распределения, идентифи-
цирующей обучающегося, полученной с помощью ИВС-
метода по двадцатибалльной шкале и соответствующей  
3 баллам по пятибалльной шкале (рис. 3.3). Данная функ-
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ция распределения выбрана среди прочих функций в каче-
стве модельной в связи с тем, что влияние границ шкалы 
измерения на нее незначительно поскольку она располага-
ется на значительном удалении от этих границ.

На рис. 4.1 представлены экспериментальная функция 
распределения в виде гистограммы и предполагаемая тео-
ретическая функция распределения в виде гладкой линии, 
аппроксимирующей гистограмму.

Рис.4.1. Функция распределения: экспериментальная (гистограмма); 
теоретическая (гладкая линия)

Экспериментальная функция распределения, представ-
ленная в виде гистограммы, была получена усреднением 
28 индивидуальных функций распределения студентов, сда-
вавших экзамен по физике. Установлено, что гистограмма хо-
рошо аппроксимируется функцией распределения (гладкая 
линия), соответствующей закону нормального распределения:

	
21 ( )( ) exp

22

 σ− < σ >
Ψ σ = − 

µπµ   
,	  (4.4)

где σ– координата; < σ >  – математическое ожидание; µ  – 
дисперсия.
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При расчете функции распределения по формуле (4.4) 
хорошую аппроксимацию гистограммы удалось получить 
при < σ >  = 6,5 баллов и µ  = 3 балл2. Тот факт, что функция 
распределения, идентифицирующая обучающегося в про-
цессе получения знаний, соответствует закону нормально-
го распределения, описывающему случайный характер по-
ведения большого количества объектов, с математической 
точки зрения является естественным, поскольку матема-
тика анализирует общий характер поведения объектов, от-
влекаясь от их природы. В данном случае общим является 
случайный характер поведения как отдельно взятого объ-
екта (обучающегося), так и большого количества объектов.

4.2. Времязависимые функции распределения

Совместный анализ уравнений (4.3) и (4.4) позволяет за-
писать в явном виде функцию распределения, идентифи-
цирующую обучающегося:

	
21 ( )( ; ) exp

22
tt

 < σ > − σ
Ψ σ = − 

µπµ   



< σ >  

.	  (4.5)

Функция (4.5) будет распространяться в информацион-
ном пространстве и во времени, не изменяя своей началь-
ной формы. Это означает, что дисперсия функции распре-
деления будет оставаться неизменной, а это противоречит 
экспериментальным данным. Информацию о характере 
изменения дисперсии функций распределения со време-
нем получим из анализа эволюции экспериментальных 
функций распределения. Для этого сначала рассмотрим 
эволюцию экспериментальной функции распределения, 
полученной с помощью МВС-метода (рис. 4.2а), которая, 
как отмечалось выше, фактически является аппроксима-
цией истинной функции распределения (см. рис. 3.4). Это 
позволит найти зависимость дисперсии от времени, а затем 
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рассчитать теоретические функции распределения, иденти-
фицирующие обучающегося, в соответствии с ИВС-методом, 
используя формулу (4.5) и найденную зависимость диспер-
сии от времени.

Воспользуемся пятибалльной системой измерения 
знаний, абсолютная погрешность в этом случае составля-
ет 0,5 балла, а относительная – 10%. Построение функции 
распределения будем проводить в пересчете на одну учеб-
ную дисциплину в семестр в соответствии с [28]. Таким об-
разом оценку обучающегося, получившего на экзамене 
3 балла, следует записать с учетом погрешности в виде 
(3,0 ± 0,5) балла, где 3 балла – математическое ожидание. 
Это означает, что обучающийся идентифицируется функ-
цией распределения, ширина которой равна 1 баллу, а вы-
сота – 1 балл – 1. Следовательно, после двухсеместрового 
года обучения ширина функции распределения составит 2 
балла, после второго – 4 балла, после третьего – 6 баллов, 
после четвертого – 8 баллов и после пятого – 10 баллов. 
Средняя скорость перемещения математического ожидания 
составляет 6 баллов в год (

21 ( )( ; ) exp
22
tt

 < σ > − σ
Ψ σ = − 

µπµ   



< σ >   = 6 балл/год). Эволюция 
функции распределения по годам представлена на рис. 4.2.

Функции распределения, изображённые на рис. 4.2б, 
были рассчитаны по формуле (4.5) с использованием зна-
чений дисперсии, полученных путем нахождения моментов 
второго порядка прямоугольных функций распределения 
(рис. 4.2а).

Анализ данных, представленных на рис. 4.2, показы-
вает, что функции распределения, полученные с помо-
щью ИВС-метода, гораздо информативнее функций рас-
пределения, полученных традиционным МВС-методом. 
В рамках пятибалльной системы измерения из-за большой 
погрешности измерений невозможно ИВС-методом полу-
чить экспериментальные функции распределения, иден-
тифицирующие обучающегося. Данная проблема решается 
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при переходе к системам измерения с бóльшей балльностью, 
например, к десятибалльной, двадцатибалльной, стобалль-
ной системам измерения. Однако при анализе поведения 
большого количества обучающихся функции распределе-
ния, полученные ИВС-методом, можно аппроксимировать 
прямоугольными функциями, фактически совпадающими 
по форме с функциями распределения, полученными МВС-
методом. Такой подход к получению экспериментальных 
функций распределения был реализован в [28, 32].

Рис.4.2. Эволюция функций распределения: a) – получены МВС-методом;  
б) – получены ИВС-методом. 1, 2, 3, 4, 5 – после первого, второго, 

третьего, четвёртого, пятого годов обучения соответственно
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На рис. 4.3 представлены экспериментальная и теорети-
ческая функции распределения.

Рис. 4.3. Эволюция функций распределения:  
а) – экспериментальная, полученная МВС-методом;  

б) – теоретическая, полученная ИВС-методом.  
1, 2, 3, 4, 5 – после первого, второго, третьего, четвертого,  

пятого годов обучения соответственно

Экспериментальная функция распределения (рис.4.3а) 
взята из работы [28]. Эта функция была получена усред-
нением индивидуальных функций распределения потока 
студентов (78 человек). Видно, что по мере продвижения 
в информационном пространстве дисперсия функций рас-
пределения увеличивается, а сами функции распределения 
перекрываются, причем особенно сильно начиная с тре-
тьего года обучения. Троечники внесли вклад в хвостовую 
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часть функции распределения, а пятерочники – в головную 
часть. Под терминами «троечник», «четверочник» и «пяте-
рочник» будем условно понимать студентов, получающих 
на экзаменах по пятибалльной системе в среднем три бал-
ла, четыре балла и пять баллов соответственно.

Анализ возможных теоретических функций распределе-
ния показал, что функция распределения, идентифицирую-
щая четверочника (рис. 4.3б), при учете линейной зависимо-
сти математического ожидания от времени ( t< σ >=< σ >& = 

21 ( )( ; ) exp
22
tt

 < σ > − σ
Ψ σ = − 

µπµ   



< σ >   > t, 
где 

21 ( )( ; ) exp
22
tt

 < σ > − σ
Ψ σ = − 

µπµ   



< σ >   = 8 балл/год) и дисперсии от времени ( atµ = , где 
2a=  балл2 /год) хорошо согласуется с экспериментальной 

функцией распределения.
На рис. 4.4 представлены зависимости теоретических 

функций распределения от времени обучения, описываю-
щие поведение троечника и пятерочника.

Рис. 4.4. Эволюция функций распределения:  
а) – идентифицирующей обучающегося троечника;  

б) – идентифицирующей обучающегося пятерочника.  
1, 2, 3, 4, 5 – после 1, 2, 3, 4, 5 годов обучения соответственно
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При расчете функций распределения использовались 
линейные зависимости математического ожидания от  
времени, которые были равны 6 балл/год для троечника  
и  10 балл/год для пятерочника. Временная зависимость 
дисперсии принималась такой же, как и при расчете функ-
ции распределения для четверочника.

Анализ данных, приведенных на рис. 4.4, показал, что 
функции распределения, идентифицирующие троечника 
(рис.4.4а), сильно перекрываются, особенно на старших 
курсах. Это говорит о том, что троечник, образно говоря, как 
бы «застревает» в информационном пространстве. В то же 
время функции распределения, идентифицирующие пяте-
рочника (рис. 4.4б), перекрываются слабо и значительно 
опережают функции распределения, идентифицирующие 
троечника. Это означает, что совместное обучение троеч-
ников и пятерочников нецелесообразно. Для обеспечения 
оптимальных условий реализации потенциальных возмож-
ностей слабых и сильных студентов в процессе получения 
образования целесообразно перейти к системе поэтапного 
обучения с ветвлением [37].

4.3. Стационарные функции распределения

Стационарные функции распределения – это функции 
распределения, которые не зависят от времени и харак-
теризуют стационарное состояние объекта или системы. 
Следовательно, стационарному состоянию соответствует 
условие, при котором ( ; ) / 0t t∂Ψ σ ∂ = . Тогда в соответствии 
с уравнением (4.2) будем иметь 

21 ( )( ; ) exp
22
tt

 < σ > − σ
Ψ σ = − 

µπµ   



< σ >  ( ) / 0d dΨ σ σ = . В этом 
случае имеют место два решения: первое соответствует ус-
ловию 

21 ( )( ; ) exp
22
tt

 < σ > − σ
Ψ σ = − 

µπµ   



< σ >   = 0, второе – условию ( ) / 0d dΨ σ σ = .
В первом случае производная функции распределения 

от координаты может определяться произвольной функцией 
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координаты, а именно, ( ) / ( )d d fΨ σ σ = σ , где ( )f σ  – произ-
вольная функция. Для нахождения функции распределе-
ния воспользуемся следующим интегральным преобразо-
ванием

( ) ( )f d constΨ σ = σ σ+∫ .

В главе 5 данной книги рассмотрен метод нахождения 
функции распределения для данного случая и найдена 
сама функция.

Рассмотрим второе стационарное решение, соответству-
ющее условию ( ) / 0d dΨ σ σ = . Решением данного уравнения 
является функция независящая от σ, а именно, ì àêñ( ) 1/Ψ σ = σ 1 / σмакс 
(рис. 4.5) 

Рис. 4.5. Стационарная функция распределения

Эта функция распределения одинакова как для сла-
бых, так и для сильных студентов. Это означает, что про-
цесс перехода системы к стационарному состоянию должен 
длиться сколь угодно долго, чтобы не только сильные обу-
чающиеся могли бы усвоить материал конкретной учебной 
дисциплины, но и слабые обучающиеся.



58

Глава 4. Теоретические исследования поведения... 

4.4. Сравнительный анализ поведения  
человека в процессе деятельности  

и квантового объекта 

Особенности поведения человека в процессе деятельно-
сти рассмотрим на примере поведения обучающегося в про-
цессе получения знаний. В разделе 4.1 приведена система 
дифференциальных уравнений (4.1), решениями которых 
являются функции распределения, идентифицирующие 
обучающегося в процессе получения знаний (рис. 4.2–4.4). 
Следует отметить, что данная система дифференциальных 
уравнений является универсальной и может быть исполь-
зована для анализа поведения человека в процессе любой 
деятельности, если известны свойства и метрика простран-
ства, в котором эта деятельность происходит.

Теперь рассмотрим особенности поведения квантовых 
объектов. Один из наиболее эффективных способов описа-
ния поведения квантовых микрочастиц основан на исполь-
зовании уравнения Шредингера [8]:

	
2

2ћ ћ
2

U i
m t

∂Φ
− ∇ Φ + Φ =

∂
 ,	 (4.6)

где ( , , ; )x y z tΦ =Φ  – волновая функция; ( , , )U U x y z=  – опе-
ратор потенциальной энергии; m – масса микрочастицы; 
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zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇   – оператор Лапласа, действие кото-

рого сводится к получению вторых частных производных 
от функции по координатам; ħ = h / 2π, где h – постоянная 
Планка; 1i = −   – мнимая единица; x, y, z  – координаты; 
t – время.

Сама волновая функция, являющаяся решением урав-
нения Шредингера, физического смысла не имеет, физи-
ческий смысл имеет квадрат модуля этой функции. Ква-
драт модуля нормированной волновой функции определяет 
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плотность вероятности, т. е. вероятность обнаружить части-
цу в единичном объеме пространства:

2 *w = Φ = ΦΦ ,
где w  – плотность вероятности; Ф* – комплексно сопряжен-
ная волновая функция.

Отсюда непосредственно следует, что интеграл от плот-
ности вероятности, взятый по всему объему, должен рав-
няться единице:

* 1wdv dv
∞ ∞

= ΦΦ =∫ ∫ ,

где v – объем.
Используя закон сохранения вероятности, запишем урав-

нение непрерывности относительно плотности вероятности:
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 –плотность потока вероятности.
Уравнение (4.7) можно получить и на основе совместно-

го преобразования уравнений Шредингера для волновой 
функции Ф и комплексно сопряженной волновой функции 
Ф*, причем в этом случае удается найти в явном виде вы-
ражение для плотности потока вероятности [8]:
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ственно.
В настоящее время математический аппарат для реше-

ния уравнения Шредингера хорошо разработан и позво-
ляет получать решения, характеризующие поведение как 
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отдельных микрочастиц, так и целых квантовых систем. 
В качестве примера на рис. 4.6 изображена радиальная 
плотность вероятности wr нахождения электрона в атоме 
водорода, полученная расчетным путем на основе решения 
уравнения Шредингера [8], где r – радиус; rб = 0,529 ∙ 10–10 м – 
боровский радиус. Под радиальной плотностью вероятности 
понимается вероятность найти электрон в шаровом слое 
единичной толщины.

Рис. 4.6. Радиальная плотность вероятности нахождения  
электрона в атоме водорода в основном состоянии

Анализ данной радиальной плотности вероятности пока-
зывает, что ее максимальное значение приходится на рас-
стояние от ядра атома водорода, равное радиусу Бора. Одна-
ко вероятность нахождения электрона на боровской орбите 
равна нулю, т. к. толщина шарового слоя, соответствующего 
орбите равна нулю.

Из вышесказанного следует, что детерминизм поведе-
ния как человека, так и квантовых микрочастиц реализу-
ется через случайность. Это является отражением единства 
Мира в целом и, как следствие, универсальности его фун-
даментальных законов. Тем не менее, исследуемые объек-
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ты обладают индивидуальными природными особенностя-
ми, которые сказываются на их поведении. Остановимся 
подробно на этих особенностях [54].

Каждый человек с точки зрения психических и сома-
тических процессов, протекающих в нем, индивидуален, 
а это, как отмечалось выше, характеризует различный уро-
вень развития сознания каждого, что сказывается на осо-
бенностях его поведения и, следовательно, в данном случае 
действует так называемый принцип «различимости». В со-
ответствии с этим принципом можно теоретически, решая 
необходимые уравнения из системы (4.1), и эксперимен-
тально проследить за поведением каждого индивида в от-
дельности. В квантовой механике для микрочастиц одного 
сорта действует принцип «неразличимости», в соответствии 
с которым все микрочастицы тождественные и их невоз-
можно отличить друг от друга.

Система уравнений (4.1) позволяет описать случайный 
характер поведения человека не только в координатном 
информационном пространстве, но и в информационном 
пространстве скоростей и ускорений различных порядков, 
в то время как с помощью уравнения Шредингера (4.6) 
и, соответствующему ему уравнению непрерывности (4.7), 
можно описать случайный характер поведения квантово-
го объекта только в координатном пространстве. По сво-
ей сути уравнение (4.7) тождественно первому уравнению 
из системы уравнений (4.1). Отличия состоят лишь в фор-
ме записи выражений для плотности потока вероятности, 
которые отражают особенности объектов исследования 
(человека и квантовой микрочастицы). Из проведенного 
анализа следует, что с научной точки зрения поведение 
человека при выполнении им той или иной деятельности 
гораздо богаче и интересней, чем поведение квантовых 
микрочастиц.
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4.5. Предложения по оптимизации структуры 
системы высшего образования

Темпы социально-экономического развития общества 
во многом определяются качеством системы образования. 
В настоящее время высшее образование в России вступило 
в острую фазу кризиса, когда профессиональные качества 
выпускников высших учебных заведений (бакалавров, ма-
гистров и специалистов) в основной своей массе находят-
ся на низком уровне. Это оказывает негативное влияние 
на темпы социально-экономического развития общества. 
Многие представители различных слоев общества считают, 
что кризисные явления в образовании начались с момента 
присоединения России в 2003 году к Болонскому процессу. 
Однако это не соответствует действительности. Кризис выс-
шего образования начался еще в 1980-е годы в СССР и стал 
носить перманентный характер вплоть до наших дней, не-
смотря на череду реформ, которые должны были, как каза-
лось, изменить ситуацию к лучшему.

С начала 1980-ых годов в СССР все отчетливее стали 
проявляться кризисные явления в социально-экономи-
ческой сфере, выражающиеся в сильном падении темпов 
роста экономики. К середине 1980-ых годов стало ясно, 
что развитие экономики, как и других сфер жизни стра-
ны, сдерживается административно-командной системой 
управления. Политическое руководство страны во главе 
с М.С. Горбачевым приняло решение о проведении полити-
ческих реформ в стране под общим названием «Перестрой-
ка и гласность» (1987-1989 годы), которые должны были 
создать благоприятные условия для развития экономики.

Реформы коснулись и системы образования. Так, в по-
становлении ЦК КПСС и Совета министров СССР «Основ-
ные направления перестройки высшего и среднего специ-
ального образования в стране», опубликованном в марте 
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1987 года, в постановлении февральского 1988 года Пле-
нума ЦК КПСС «О ходе перестройки средней и высшей 
школы и задачах партии по ее осуществлению, в матери-
алах декабрьского 1988 года Всесоюзного съезда работни-
ков народного образования и в других материалах ставил-
ся вопрос о необходимости совершенствования подготовки 
высшими учебными заведениями страны для народного 
хозяйства специалистов высокой квалификации. С целью 
решения поставленной задачи проводились в жизнь от-
дельные мероприятия. Однако, в целом они носили косме-
тический характер и оказывались малоэффективными.

Ситуация с реформированием высшего образования 
в стране стала существенно меняться после опубликования 
в 1988 году работы [27], в которой была предложена альтер-
нативная структура системы непрерывной подготовки выс-
шими учебными заведениями специалистов высокой ква-
лификации, суть которой состояла в переходе на поэтапное 
обучение с ветвлением после каждого этапа. Концепция 
поэтапного обучения с ветвлением появилась в результате 
теоретических и экспериментальных исследований поведе-
ния обучающегося в процессе получения знаний. Эта кон-
цепция получила дальнейшее развитие и в современном 
виде представлена в работе [37].

В основе концепции поэтапного обучения с ветвлением 
лежит вероятностно-статистическая модель обучающегося, 
в соответствии с которой, как отмечалось выше, обучаю-
щийся идентифицируется функцией распределения, рас-
пространяющейся в информационном пространстве по мере 
получения знаний обучающимся. Экспериментальные 
и теоретические исследования поведения функций рас-
пределения по мере их продвижения в информационном 
пространстве (рис. 3.7, 4.3 и 4.4) показали, что функции 
распределения, соответствующие второму и третьему, тре-
тьему и четвертому, четвертому и пятому годам обучения 
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начинают перекрываться, причем перекрытие увеличива-
ется с каждым последующим годом.

Это, как отмечалось выше, свидетельствует о том, что 
объем знаний, которыми владеет слабый студент старшего 
курса (его индивидуальная функция распределения нахо-
дится в «хвосте» функции распределения для потока сту-
дентов), может быть значительно меньше объема знаний, 
которыми владеет сильный студент младшего курса.

Большая дисперсия функций распределения, увели-
чивающаяся от курса к курсу, говорит о большой неодно-
родности уровня знаний в студенческом коллективе, что 
создает определенные трудности при проведении учебных 
занятий. Как отмечалось выше, преподаватель в этом слу-
чае, как правило, ориентируется на средних студентов, 
а это сказывается на учебе как сильных, так и слабых сту-
дентов. Сильные студенты работают ниже своих возмож-
ностей, а слабые студенты не в состоянии качественно 
усвоить учебный материал, что приводит к еще большей 
неоднородности студенческого коллектива. Такая ситу-
ация вынуждает преподавателей понижать требования 
при аттестации студентов и неизбежно ведет к снижению 
уровня подготовки выпускников вузов. С целью повыше-
ния качества обучения студентов в работе [27] была пред-
ложена альтернативная структура системы непрерывной 
подготовки высшими учебными заведениями специалистов 
высокой квалификации, в основе которой лежал принцип 
поэтапности обучения с ветвлением.

Сильное перекрывание функций распределения уже 
после второго и третьего курсов означает, что на третьем 
курсе поток студентов становится существенно неодно-
родным (функция распределения имеет большую дис-
персию) и эффективность обучения снижается. Для повы-
шения эффективности образовательного процесса в [27] 
было предложено выделять квазиоднородные по уровню 
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знаний подсистемы студентов и затем отдельно с каждой 
подсистемой проводить процесс обучения, т. е. перейти 
на поэтапное обучение с ветвлением (рис. 4.7). Видно, что 
предложенная структура высшего образования предпола-
гает два ветвления и пять этапов непрерывного образо-
вания: бакалавриат, магистратуру, специалитет со сред-
ним образованием, специалитет с высшем образованием 
и докторантуру. В данной структуре непрерывного выс-
шего образования отсутствует аспирантура, т. к. предпо-
лагалось передать ее функции в основном магистратуре 
и частично докторантуре. Подробно особенности данной 
альтернативной структуры системы высшего образования 
рассмотрены в [32].

Рис. 4.7. Блок-схема структуры системы непрерывного  
высшего образования в соответствии с [27]
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Результаты работы [27] докладывались на международ-
ных и всесоюзных научных конференциях, а также в Коми-
тете Гособразования СССР, НИИ проблем высшей школы, 
НИИ общей педагогики АПН СССР, Институте психологии 
АН СССР и ряде других организаций и были рекомендова-
ны к внедрению. Однако в СССР внедрение не состоялось, 
так как СССР распался на ряд независимых государств.  
6 февраля 1992 года учреждения Комитета Гособразования 
СССР вошли в состав Министерства науки, высшей школы 
и технической политики Российской Федерации и уже че-
рез месяц 13 марта 1992 года вышло Постановление № 13 
Министерства «О введении многоуровневой структуры выс-
шего образования в Российской Федерации». Схематично 
данная структура представлена на рис. 4.8.

Рис. 4.8 Блок-схема структуры системы высшего образования  
в соответствии с Постановлением № 13  

Министерства высшей школы и технической политики РФ
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Анализ структуры системы высшего образования, вве-
денной постановлением Министерства науки, высшей 
школы и технической политики Российской Федерации, 
показал, что по своей сути она идентична структуре си-
стемы высшего образования, предложенной в работе [27].  
10 июля 1992 года был принят Закон Российской Феде-
рации № 3266-1 «Об образовании», который фактически 
отменил поэтапность обучения с ветвлением и установил 
следующие образовательные уровни в высшей школе и со-
ответственно квалификации: 1) бакалавр на базе среднего 
образования; 2) специалист на базе среднего образования 
и 3) магистр на базе бакалавриата (рис. 4.9). 

Рис. 4.9. Блок-схема структуры системы высшего образования  
в соответствии с Законом Российской Федерации «Об образовании»
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Этот закон появился на семь лет раньше Болонской де-
кларации от 1999 года, в соответствии с которой провозгла-
шалось создание единой общеевропейской двухступенчатой 
модели высшего образования – бакалавриата и магистра-
туры [12]. В 2003 году в Берлине на третьей встрече ми-
нистров образования в Болонский процесс вступила Россия 
[16] при сохранении действия закона РФ «Об образовании» 
от 1992 года.

Закон «Об образовании» фактически отменил научно 
обоснованную поэтапность обучения с ветвлением, содер-
жащуюся в Постановлении № 13 Министерства науки, 
высшей школы и технической политики Российской Феде-
рации «О введении многоуровневой структуры высшего об-
разования в Российской Федерации». Это означает, что этот 
закон содержит в себе внутренние противоречия, которые 
не позволяют достигать высоких показателей эффективно-
сти образовательного процесса. С целью устранения проти-
воречий в [45] была предложена альтернативная структу-
ра системы высшего образования, в основе которой лежит 
поэтапность обучения с ветвлением (рис. 4.10). Длитель-
ность каждого из этапов здесь не превышает двух лет. Это 
особенно важно для бакалавриата, так как к концу второго 
года обучения студенты, как правило, адаптируются к про-
цессу обучения, и можно уже судить об объеме и уровне их 
знаний и потенциальных возможностях каждого. В ряде 
случаев четко наблюдается расслоение в студенческих по-
токах на сильных, средних и слабых студентов по уровню 
знаний [46].

Немало важным также является тот факт, что у студен-
тов к этому времени уже относительно высокий уровень 
гражданской и социальной активности. Они критически 
оценивают свое положение в студенческой группе, учебном 
заведении и в обществе в целом, задумываются над тем, 
правильно ли выбрана их будущая профессия. Часть сту-
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дентов испытывает чувство разочарования и желала бы из-
менить свое положение, например, перейти в другое высшее 
учебное заведение и там продолжить обучение или на дан-
ном этапе закончить процесс обучения. Для слабых студен-
тов, а также и для всех желающих, предоставляется воз-
можность получить среднее профессиональное образование.

Рис. 4.10. Блок-схема структуры системы высшего образования  
с учетом поэтапности обучения с ветвлением в соответствии с [45]

Одним из звеньев непрерывной подготовки специали-
стов высокой квалификации в высших учебных заведениях 
является аспирантура, в которой готовятся кадры для на-
учной и научно-педагогической деятельности. В работе [43] 
проведен количественный и качественный анализ основ-
ных показателей деятельности аспирантуры за период 
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с 2010 года по 2021 год, результаты которого свидетель-
ствуют об их отрицательной динамике. Отмечается, что 
число организаций, осуществляющих подготовку аспиран-
тов, уменьшилось в 3,4 раза, прием аспирантов сократился 
в 1,9 раза, выпуск из аспирантуры – в 2,4 раза, в том числе 
с защитой диссертации – в 6,4 раза. В этот период предпри-
нимались усилия по реформированию аспирантуры, в том 
числе и с переводом аспирантуры в 2014 году из статуса 
программ послевузовского образования в статус программ 
третьего уровня высшего образования. Однако, положи-
тельного влияния на эффективность работы аспирантуры 
эти реформы не оказали. Это означает, что аспирантура 
в России находится в глубоком кризисе, который носит си-
стемный характер. Кризис охватил не только вузовскую 
аспирантуру, но и аспирантуру в научно-исследователь-
ских организациях.

Кризис аспирантуры начался задолго до образова-
ния Российской Федерации. Он начал проявляться еще  
1980-х годах в СССР. Кризис носит затяжной и, вероятно, 
неразрешимый характер. Проблемы аспирантуры кроят-
ся в ней самой, она неуклонно превращается в рудимент, 
не способный функционировать в быстро меняющемся 
мире. В связи с этим для решения проблемы аспирантуры 
необходимо применить радикальную меру  – упразднить 
институт аспирантуры с передачей основных ее функций 
магистратуре и частично докторантуре, как это предлага-
лось сделать еще в 1988 году в работе [27]. Учитывая вы-
шесказанное можно предложить следующую структуру си-
стемы высшего образования (рис. 4.11).

Отличительной особенностью данной структуры систе-
мы высшего образования является двухэтапность магистра-
туры. Предполагается, что первый двухгодичный этап дол-
жен быть предназначен для процесса обучения, а второй 
двухгодичный этап – для работы над диссертацией. После 
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успешной защиты диссертации магистранту должна при-
суждаться ученая степень магистра наук. В связи с этим 
ученая степень кандидата наук должна быть упразднена. 
Такое реформирование магистратуры бесспорно повысит ее 
статус и привлечет в магистратуру талантливую молодежь, 
а страна в результате получит научные и научно-педагоги-
ческие кадры высокой квалификации. Для магистрантов, 
не пожелавших работать над диссертацией, должна быть 
предоставлена возможность либо покинуть магистратуру 
с документом о прохождении учебной программы магистра-
туры без защиты диссертации, либо перейти в специалитет 
для получения дополнительных знаний, умений и навыков 
специалиста (инженера, врача и т. п.).

Рис. 4.11. Блок-схема альтернативной структуры  
системы высшего образования
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Структура системы высшего образования является лишь 
формой, которую необходимо наполнить содержанием. 
В связи с кризисным состоянием российской системы высше-
го образования и выходом России из Болонского соглашения 
все чаще звучат призывы возвратиться к советской системе 
высшего образования. На наш взгляд, делать это в полном 
объеме нецелесообразно, да и невозможно, т. к. это противо-
речило бы либерально-демократическим преобразованиям 
политической, экономической, социальной и других сфер 
жизни общества. Однако, советская система высшего обра-
зования имела определенные достижения, которые должны 
быть учтены при реформировании. Здесь прежде всего сле-
дует отметить высокую степень фундаментализации обуче-
ния, в основе которой лежало изучение на младших курсах 
фундаментальных основ высшей математики, физики, хи-
мии, биологии, этнографии, лингвистики и т. п. в зависимо-
сти от направления подготовки кадров, а на старших кур-
сах – прохождение практики в научных учреждениях или 
на передовых предприятиях народного хозяйства.

Болонская система образования имеет большие дости-
жения в педагогической теории и практике, недооценен-
ные в полной мере российской системой высшего образова-
ния, среди которых необходимо отметить следующие:

– субъект-субъектный тип системы образования, где рав-
ноправными субъектами являются преподаватель и студент. 
Формат образования – “learning” (“учение”), студент учится. 
Он активен и сам решает, чему и как ему следует учить-
ся, а преподаватель наблюдает за студентом, помогая ему 
и направляя его активность в нужную сторону. Этот формат 
образования развивается в сторону усиления роли студента 
и фактически переходит в формат “student-centered learning” 
(“студентоцентрированное учение”) [7, 11, 13];

– модульно-рейтинговая технология процесса образова-
ния, включающая модульную систему обучения и балльно-
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рейтинговую систему оценки деятельности и достижений 
студента. Разбиение учебных дисциплин на тематические 
модули позволяет студенту самостоятельно строить траек-
торию обучения, а балльно-рейтинговая система оценки 
знаний позволяет обучающемуся контролировать успевае-
мость на каждом этапе обучения [41, 42];

– кредит-система, как системный способ описания обра-
зовательных программ путем присвоения в качестве меры 
трудоемкости учебной работы определенного количества 
единиц трудоемкости (кредитов), Кредит-система является 
основой модульно-рейтинговой технологии процесса обра-
зования и способствует индивидуально-ориентированной 
организации учебного процесса [42].

Из вышесказанного следует, что реформирование рос-
сийской системы высшего образования должно носить си-
стемный характер, охватывающий все образовательные 
ступени и учитывающий теоретические и практические до-
стижения советской, российской, болонской и в целом миро-
вой систем образования.

4.6. Выводы

1. Вероятностно-статистическая модель обучающего-
ся – это математическая модель, в соответствии с которой 
обучающийся идентифицируется функцией распределе-
ния, движущейся в информационном пространстве по мере 
получения знаний обучающимся. Теоретические функции 
распределения являются решениями системы дифферен-
циальных уравнений, представляющих собой уравнения 
непрерывности относительно плотности вероятности.

2. Поведение теоретических функций распределения, 
идентифицирующих обучающихся, в пространстве и во вре-
мени хорошо согласуется с поведением экспериментальных 
функций распределения 
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3. Детерминизм поведения как человека, движущегося 
во время получения знаний в информационном простран-
стве, так и квантового объекта, движущегося в обычном 
пространстве, реализуется через случайность. 

4. В квантовой механике для микрочастиц одного типа 
действует принцип «неразличимости», в соответствии с ко-
торым все микрочастицы одного типа тождественные и их 
невозможно отличить друг от друга. В то время как каж-
дый человек с точки зрения психических и соматических 
процессов, протекающих в нем, индивидуален и, следова-
тельно, в данном случае действует принцип «различимо-
сти». Это означает, что можно наблюдать за деятельностью 
каждого человека в отдельности.

5. Принцип поэтапности обучения с ветвлением в  
высшем учебном заведении создает условия для оптими-
зации структуры системы высшего образования с точки 
зрения обеспечения качества подготовки специалистов 
на различных этапах обучения. Ветвление позволяет по-
сле каждого этапа обучения выделять однородные по уров-
ню освоения учебных дисциплин студенческие подсистемы 
и обеспечивать наилучшие условия для реализации потен-
циальных возможностей каждого обучающегося.

______________
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ 
ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

5.1. Модельные функции распределения

Учет фактора случайности в процессе усвоения индиви-
дом информации, как отмечалось выше, реализуется в ве-
роятностно-статистической модели обучающегося, в соот-
ветствии с которой обучающийся идентифицируется функ-
цией распределения в информационном пространстве [35]. 
В разделе 4.3 данной книги на основе решения уравнения 
непрерывности для стационарного состояния найдены два 
решения для стационарных функций распределения. Пер-
вое решение представляет собой прямоугольную функцию, 
имеющую одинаковые значения в пределах шкалы измере-
ния. Это решение является тривиальным и не представля-
ет практического интереса. Второе решение является инте-
гральным и не позволяет однозначно в явном виде найти 
истинную стационарную функцию распределения, иденти-
фицирующую обучающегося.

В связи с невозможностью построения истинной функ-
ции распределения воспользуемся методом приближения, 
позволяющим строить так называемые модельные функ-
ции распределения, т.е. функции, свойства которых 
близки к свойствам истинных функций распределения 
[38]. В качестве модельных функций удобно использовать 
ступенчатые функции [17, 55]. В нулевом приближении та-
кой функцией является одноступенчатая (прямоугольная) 
функция, которая соответствует равномерному распределе-
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нию плотности вероятности по всей шкале. Такая функция, 
как отмечалось выше, является тривиальной и не пред-
ставляет практического интереса. Для решения поставлен-
ной задачи в качестве модельной функции распределения 
в первом приближении может быть использована двухсту-
пенчатая функция.

На рис. 5.1 представлены на качественном уровне изо-
бражения «условно истинной» (произвольно взятой) и соот-
ветствующей ей модельной двухступенчатой функций рас-
пределения.

Рис. 5.1. Функции распределения: 1 – истинная; 2 – модельная

С целью построения модельной функции распределения 
в [55] найдены связи между коэффициентами а и b, математи-
ческим ожиданием < σ >  и медианой σмед. Для придания уни-
версальности функции распределения ( )Ψ σ  и указанным свя-
зям (независимости от конкретных шкал измерения) функция 
распределения и все параметры были представлены в безраз-
мерном виде ( C( ) ( ) ΜΑΚ

∗ ∗Ψ σ = Ψ σ σ , C/ ΜΑΚ
∗σ = σ σ , Ca a ΜΑΚ

∗ = σ , 

Cb b ΜΑΚ
∗ = σ , мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +  

, C
* / ΜΑΚ< σ > =< σ > σ ). 
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Изображение модельной функции распределения в без-
размерных координатах представлено на рис. 5.2.

Рис. 5.2. Модельная двухступенчатая функция распределения  
в безразмерных координатах

Для нахождения указанных параметров воспользуем-
ся условием, что вероятность найти обучающегося во всем 
пространстве равна единице – уравнение (5.1), и свойством 
медианы, делящей функцию распределения на две равные 
части относительно вероятности найти обучающегося в ин-
формационном пространстве – уравнение (5.2):

	

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +  

,	 (5.1)

	

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +  

. 	 (5.2)

Решая совместно (5.1) и (5.2), получим:

	

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +  

 и 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +  

.	 (5.3)
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Математическое ожидание найдем как среднее значение 
координаты, которое с учетом (5.1) и (5.2) будет иметь вид:

	

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +  

.	 (5.4)
В связи с тем, что при определении полноты знаний об-

учающегося измеряется математическое ожидание, найдем 
связь между математическим ожиданием и медианой, ре-
шая совместно (5.3) и (5.4):

	

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +  . 	 (5.5)

Из анализа (5.3) и (5.5) следует, что при 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +   = 0 пара-

метры *a , *b  и *< σ >  приобретают следующий вид:
* *0,5 ( 0)a = δ σ − , * 0,5b = , * 0,25< σ > = ,

где *( 0)δ σ −  – дельта-функция Дирака, равная бесконеч-
ности при * 0σ =  и равная нулю при * 0σ ≠ .

Интеграл от дельта-функции в пределах от нуля до мак-
симального значения шкалы равен единице. Аналогичная 
ситуация и при 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +   = 1:

* 0,5a = ,   * *0,5 ( 1)b = δ σ − ,   * 0,75< σ > = .
На практическое использование формулы (5.5) накла-

дываются ограничения, обусловленные погрешностью из-
мерения математического ожидания и медианы. Предпо-
ложим, что абсолютная погрешность безразмерной меди-
аны составляет C

*( ) / ΜΑΚ∆σ =∆σ σ = δσ , а так как значение 
ширины левой ступеньки модельной функции распреде-
ления совпадает со значением медианы (d* = 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +  , где 

C
* /d d ΜΑΚ= σ   – безразмерная ширина левой ступеньки 

модельной функции распределения), то минимальная 
ширина левой ступеньки функции распределения равна 

*
минd =δσ

*
мед (1 )δσ ≤σ ≤ −δσ

мед 2 0,5∗ ∗σ = < σ > −

мин constd∗ = δσ =

мед 0,5 0,5(1 ) /b a∗ ∗ ∗σ = δσ + −δσ

мед (1 0,5 ) 0,5(1 ) /a b∗ ∗ ∗σ = − δσ − −δσ  

, а максимальная ширина – C
* (1 )dΜΑΚ = −δσ . От-
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сюда следуют ограничения на возможные значения меди-
аны, которые можно записать в виде 
	

*
минd =δσ

*
мед (1 )δσ ≤σ ≤ −δσ

мед 2 0,5∗ ∗σ = < σ > −

мин constd∗ = δσ =

мед 0,5 0,5(1 ) /b a∗ ∗ ∗σ = δσ + −δσ

мед (1 0,5 ) 0,5(1 ) /a b∗ ∗ ∗σ = − δσ − −δσ  

.	 (5.6)
Тогда из неравенства (5.6) и уравнения (5.5) следуют 

ограничения на значения безразмерного математического 
ожидания:
	 *0,5(0,5 ) (0,75 0,5 )+δσ ≤< σ > ≤ − δσ . 	 (5.7)

Решая совместно (5.3) и (5.5), получим зависимости а* и  
b* и 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +   от *< σ > :

*0,5 / (2 0,5)a∗ = < σ > − ;  *0,5 / (1,5 2 )b∗ = − < σ > ;

	

*
минd =δσ

*
мед (1 )δσ ≤σ ≤ −δσ

мед 2 0,5∗ ∗σ = < σ > −

мин constd∗ = δσ =

мед 0,5 0,5(1 ) /b a∗ ∗ ∗σ = δσ + −δσ

мед (1 0,5 ) 0,5(1 ) /a b∗ ∗ ∗σ = − δσ − −δσ  

.	 (5.8)
В диапазоне значений математического ожидания 

	 0,5(0,5 )∗δσ ≤< σ > ≤ +δσ 	  (5.9)
будем полагать, что ширина левой ступеньки функции 
распределения при всех возможных значениях матема-
тического ожидания равна константе (

*
минd =δσ

*
мед (1 )δσ ≤σ ≤ −δσ

мед 2 0,5∗ ∗σ = < σ > −

мин constd∗ = δσ =

мед 0,5 0,5(1 ) /b a∗ ∗ ∗σ = δσ + −δσ

мед (1 0,5 ) 0,5(1 ) /a b∗ ∗ ∗σ = − δσ − −δσ  

). 
Следовательно, при изменении значений математического 
ожидания могут изменяться лишь высоты левой и правой 
ступенек. При такой конфигурации модельной функции 
распределения снимаются ограничения на значения меди-
аны. После несложных преобразований с использованием 
уравнений (5.3) и (5.4) для а* и  b* и 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +   будем иметь [56]:

*(1 2 ) /a∗ = + δσ − < σ > δσ ; *(2 ) / (1 )b∗ = < σ > −δσ −δσ ;

	

*
минd =δσ

*
мед (1 )δσ ≤σ ≤ −δσ

мед 2 0,5∗ ∗σ = < σ > −

мин constd∗ = δσ =

мед 0,5 0,5(1 ) /b a∗ ∗ ∗σ = δσ + −δσ

мед (1 0,5 ) 0,5(1 ) /a b∗ ∗ ∗σ = − δσ − −δσ  

. 	 (5.10)
Поступая аналогично в диапазоне значений математи-

ческих ожиданий
	 (0,75 0,5 ) (1 )∗− δσ ≤< σ > ≤ − δσ 	  (5.11)
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и полагая, что ширина правой ступеньки модельной функ-
ции распределения будет также оставаться неизменной 
и равной δσ , получим

*[2(1 ) ] / (1 )a∗ = − < σ > −δσ −δσ ; *(2 1 ) /b∗ = < σ > − + δσ δσ ;

	

*
минd =δσ

*
мед (1 )δσ ≤σ ≤ −δσ

мед 2 0,5∗ ∗σ = < σ > −

мин constd∗ = δσ =

мед 0,5 0,5(1 ) /b a∗ ∗ ∗σ = δσ + −δσ

мед (1 0,5 ) 0,5(1 ) /a b∗ ∗ ∗σ = − δσ − −δσ  .	 (5.12)

Существование трех областей, ограничивающих значе-
ния безразмерных математических ожиданий (5.7), (5.9) 
и (5.11), обусловлено наличием границ шкал балльных си-
стем, используемых для измерения знаний обучающихся, 
причем ширина левой ступеньки в первой области и шири-
на правой ступеньки в третьей области модельных функ-
ций распределения остаются неизменными и равными 
относительной погрешности δσ  при всех значениях мате-
матического ожидания [55, 56]. Следует отметить также, 
что в первой и третьей областях (5.9) и (5.11) на значения 
а* и  b* и 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +   (системы формул (5.10) и (5.12)) существен-

ное влияние оказывает относительная погрешность δσ . 
В то же время во второй области (5.7) погрешность измере-
ния на указанные параметры (система формул (5.8)) влия-
ния не оказывает.

Представим графически зависимости а* и b* и 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +   

от ∗< σ > . Для выполнения расчетов значений указан-
ных величин необходимо знать значение относительной 
погрешности δσ . При измерении полноты знаний с ис-
пользованием балльных шкал относительная погреш-
ность, отнесенная на конец шкалы, находится обычно 
в пределах 5% – 10%. Это соответствует значениям δσ  
в пределах 0,05 – 0,1. В связи с этим для определенности 
при расчетах значений вышеперечисленных параметров 
будем использовать значение относительной погрешно-
сти равное 0,05δσ = .
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На рис. 5.3 изображены расчетные зависимости безраз-
мерных коэффициентов а* и b* и медианы 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +   от значе-

ний безразмерного математического ожидания ∗< σ >  в со-
ответствии с (5.8), (5.10) и (5.12).

Рис. 5.3. Зависимость безразмерных параметров модельной функции 
распределения от значений безразмерного математического ожидания: 

1 – параметр a∗ ; 2 – медиана 

мед мед макс/∗σ =σ σ

* * * *
мед мед(1 ) 1a bσ + −σ =

* * * *
мед мед(1 )a bσ = −σ

* *
мед0,5 /a = σ

* *
мед0,5 / (1 )b = − σ

* * * 2 * * 2
мед мед0,5[ ( ) (1 ( ) )]a b< σ > = σ + − σ

* *
мед0,5 0,25< σ > = σ +  ; 3 – параметр *b

Видно, что коэффициенты а* и b* зеркально симметрич-
ны относительно линии, проходящей через точку с коорди-
натами (0,5; 0) параллельно вертикальной оси, а медиане 
свойственна поворотная симметрия. При повороте медианы 
на 180о относительно точки с координатами (0,5; 0,5) медиа-
на совпадает сама с собой. За столь удивительные свойства 
рассматриваемых параметров несут ответственность грани-
цы шкалы измерения.
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На рис. 5.4 в безразмерных координатах изображены 
модельные функции распределения, расчет которых прово-
дился для различных значений математического ожидания 
в соответствии с (5.7), (5.9) и (5.11). Следует отметить, что 
для построения этих функций распределения может быть 
также использован графический материал, представлен-
ный на рис. 5.3.

Рис. 5.4. Функции распределения в безразмерных координатах для 
различных значений безразмерного математического ожидания:  

1 – * 0,2< σ > = ; 2 – * 0,3< σ > = ; 3 – * 0,4< σ > = ; 4 – * 0,5< σ > = ;  
5 – * 0,6< σ > = ; 6 – * 0,7< σ > = ; 7 – * 0,8< σ > =

Функция распределения C( ) ( ) ΜΑΚ
∗ ∗Ψ σ = Ψ σ σ  и коорди-

ната C/ ΜΑΚ
∗σ = σ σ  представлены в безразмерном виде. Мо-

дельная функция распределения ( )∗ ∗Ψ σ  является факти-
чески универсальной функцией. Она имеет одинаковый 
вид во всех балльных шкалах, что позволяет изучать осо-
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бенности поведения такой функции и затем транслировать 
их на модельные функции распределения в любой балль-
ной системе измерений, например, в двадцатибалльной 
или стобалльной системе измерений. Это достигается из-
менением масштаба по осям координат, а именно, умно-
жением всех чисел на оси абсцисс на максимальное зна-
чение выбранной шкалы ( CΜΑΚ

∗σ= σ ⋅σ ) и делением всех 
чисел на оси ординат на максимальное значение выбран-
ной шкалы ( C( ) ( ) / ΜΑΚ

∗ ∗Ψ σ = Ψ σ σ ).

Рис. 5.5. Функции распределения, идентифицирующие обучающихся, 
получивших по пятибалльной шкале измерения знаний оценки:  

1 – 5 баллов; 2 – 4 балла (точечная линия); 3 – 3 балла

На рис. 5.5 приведены в безразмерной, стобалльной 
и пятибалльной системах измерения знаний модельные 
функции распределения, идентифицирующие обучающих-
ся, получивших на контрольном мероприятии оценки 5, 4 
и 3 балла по пятибалльной шкале. Расчет функций распре-
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деления для оценок (математических ожиданий) 5 баллов 
и 4 балла был проведен с помощью системы формул (5.12), 
а для оценки 3 балла – с помощью системы формул (5.8). 
Относительная погрешность измерения δσ  при расчетах 
бралась равной 0,1 (10%).

Анализ данных, представленных на рис. 5.5, показы-
вает, что функции распределения 1, 2 и 3 перекрываются 
в диапазоне 4,5 – 5 баллов. Поскольку погрешность 0,5 бал-
лов, характерная для пятибалльной системы измерений, 
определяет нижнюю границу значений математического 
ожидания при оценке знаний, то диапазон 4,5 – 5 бал-
лов соответствует «условной» оценке знаний обучающегося 
при контрольном мероприятии в 5 баллов. Тогда интегри-
рование любой индивидуальной функции распределения 
(плотности вероятности) по координате от 4,5 баллов до  
5 баллов означает вероятность ( * *0,1 0,5w b b b= δσ⋅ = = ) того, 
что обучающийся может получить оценку, равную 5 бал-
лам. В нашем случае обучающийся, получивший оценку  
5 баллов, получил ее за то, что вероятность усвоения учеб-
ного материала составила 0,9. Обучающиеся, получившие 
оценки 4 балла и 3 балла, могли бы получить оценку 5 бал-
лов с вероятностями 0,7 и 0,15 соответственно. Эти вероят-
ности являются фактически «условными» вероятностями 
усвоения обучающимися материала учебной дисциплины. 
Они фактически обусловлены погрешностью измерения 
знаний.

5.2. Влияние погрешности измерения  
знаний  обучающихся на модельные   

функции распределения

Из сказанного выше следует, что погрешность изме-
рения оценки знаний обучающегося играет важную роль 
при расчете индивидуальных функций распределения 
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и нахождении условной вероятности усвоения индивидом 
материала учебной дисциплины. На рис.5.6 представлены 
зависимости условной вероятности усвоения материала 
учебной дисциплины от относительной погрешности изме-
рения знаний обучающихся [56].

Видно, что с уменьшением погрешности измерений 
вероятность усвоения материала обучающимися, полу-
чающими оценки 5 баллов, стремится к единице. Это оз-
начает, что студент при нулевой погрешности измерения 
знаний может получить оценку 5 баллов только при 100% 
усвоении учебного материала. В пределе его функция рас-
пределения становится равной дельта-функции Дирака 

* * *( ) ( 1)Ψ σ = δ σ − , представленной в безразмерных коорди-
натах (бесконечно высокую и бесконечно узкую, площадь 
под которой тем не менее равна единице).

Рис. 5.6. Зависимость условной вероятности усвоения обучающимися 
материала учебной дисциплины от относительной погрешности 

измерения знаний: 1 – оценка 5 баллов; 2 – оценка 4 балла;  
3 – оценка 3 балла; 4 – оценка 2 балла; 5 – оценка 1 балл
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У обучающихся, получающих на контрольном меропри-
ятии оценку 4 балла, при стремлении погрешности измере-
ния оценки к нулю условная вероятность усвоения матери-
ала учебной дисциплины уменьшается и достигает значе-
ния 0,6 при нулевой погрешности. Функция распределения, 
идентифицирующая обучающегося, получившего оценку  
4 балла, может быть записана в виде * * *( ) 0,4 0,6 ( 1)Ψ σ = + δ σ − .  
Наличие дельта-функций Дирака в выражениях функций 
распределения для студентов, получивших оценки 5 баллов 
и 4 балла при нулевой погрешности, обусловлено наличием 
верхней границы шкалы измерения. Иная ситуация с функ-
циями распределения, идентифицирующими обучающих-
ся, получивших на контрольном мероприятии оценки 3, 2 
и 1 балл. На эти функции распределения верхняя граница 
шкалы измерения не оказывает влияния при стремлении 
погрешности измерения к нулю. В связи с этим при стрем-
лении погрешности измерения знаний к нулю условная ве-
роятность усвоения учебного материала такими студентами 
также стремится к нулю, так как области перекрытия функ-
ций распределения для оценок 3, 2 и 1 балл с функцией рас-
пределения для оценки 5 баллов становятся равными нулю. 
Относительно обучающихся, получивших оценки 3, 2 и  
1 балл, в данном случае можно говорить лишь о вероятности 
нахождения их в той или иной области информационного 
пространства. Вероятность нахождения их во всем информа-
ционном пространстве всегда равна единице.

Следует отметить, что, начиная с относительной по-
грешности измерений равной 0,2, функции распределения, 
идентифицирующие обучающихся, получивших оценки  
5 баллов и 4 балла, становятся неразличимыми, а начиная 
с погрешности 0,4, к неразличимым функциям присоединя-
ется функция, идентифицирующая студентов, получивших 
оценки 3 балла (форма функций распределения, значения 
математических ожиданий и условные вероятности усвое-
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ния материала учебной дисциплины совпадают). Функции 
распределения, идентифицирующие студентов, получив-
ших на контрольном мероприятии оценки 2 и 1 балл, на-
чиная с 0,4δσ = , совпадают. При относительной погрешно-
сти измерения равной 0,5 функции распределения обучаю-
щихся, получивших оценки 5, 4, 3, 2 и 1 балл, становятся 
тождественными, т. е. полностью совпадают. В связи с этим 
становится невозможно проводить ранжирование обучаю-
щихся по уровню знаний.

С уменьшением относительной погрешности при из-
мерении знаний уменьшается степень перекрытия функ-
ций распределения и появляется возможность более тон-
кого ранжирования обучающихся по уровню знаний. Так 
при 0,05δσ =  пятибалльная система измерения знаний 
превращается фактически в десятибалльную систему, т.к. 
для оценки знаний в пределах погрешности можно исполь-
зовать не только целочисленные значения, но и дробные, 
такие как 4,5; 3,5; 2,5; 1,5; 0,5, или перейти непосредствен-
но в десятибалльную систему.

С увеличением относительной погрешности измерения 
знаний увеличивается степень перекрытия функций рас-
пределения и, следовательно, уменьшается разрешающая 
способность в оценке знаний обучающихся. Например, 
при 0,2δσ =  функции распределения, идентифицирующие 
обучающихся, получивших на контрольном мероприятии 
5 баллов и 4 балла, как отмечалось выше, полностью совпа-
дают и, следовательно, ранжирование студентов по уровню 
знаний в этом случае теряет смысл. Столь большие погреш-
ности при использовании 5-балльной шкалы часто реали-
зуются на практике. 

В [14] также показано, что при использовании пяти-
балльной шкалы экзаменатор иногда выставляет оценки 
с абсолютной погрешностью 1 балл, то есть с относительной 
погрешностью 20% ( 0,2δσ = ). Из этого следует, что за одни 
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и те же знания испытуемый может быть оценен разными 
экзаменаторами на «2», на «3» и на «4». Более того, в [14] от-
мечается, что один и тот же экзаменатор в разные моменты 
времени, например с интервалом в один месяц, также по-
разному может оценивать один и тот же ответ (на экспери-
ментах использовались видеозаписи ответов испытуемых). 
Столь большие погрешности обусловлены несовершенством 
«измерительного прибора», каковым является человек, де-
ятельность которого целиком зависит от его психического 
и соматического состояний, постоянно изменяющихся слу-
чайным образом [36].

5.3. Оценка вероятности усвоения  
обучающимся  материала  

учебной дисциплины

В процессе усвоения материала учебной дисциплины 
обучающийся участвует, как правило, в нескольких видах 
деятельности, таких как изучение лекционного материала, 
освоение методов решения практических задач, выполне-
ние лабораторного практикума и т.п. На каждый вид дея-
тельности в соответствии с трудоемкостью его выполнения 
отводится определенное количество баллов из 100 баллов, 
приходящихся на учебную дисциплину в целом. За каж-
дый вид деятельности в результате контрольных меропри-
ятий обучающийся получает то или иное количество бал-
лов, которые в результате суммируются. Здесь использует-
ся традиционный (классический) балльный метод оценки 
знаний, в соответствии с которым обучающийся в процессе 
усвоения знаний идентифицируется математической точ-
кой, движущейся в информационном пространстве.

Итоговая оценка знаний студента по определенным 
правилам переводится из стобалльной измерительной си-
стемы в пятибалльную систему. Однако в настоящее время 
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единых правил перевода не существует. Для решения этой 
проблемы можно воспользоваться результатами моделиро-
вания функций распределения (рис. 5.5). Так в пределах 
относительной погрешности 0,1δσ=  можно однозначно 
принять, что диапазонам оценок 90–100 баллов, 71–89 бал-
лов и 50–70 баллов в стобалльной системе измерений будут 
соответствовать оценки 5 баллов, 4 балла и 3 балла в пяти-
балльной системе.

Функции распределения, представленные на рис. 5.5 
построены с учетом погрешности измерения 0,1δσ= . Такая 
большая относительная погрешность соответствует абсо-
лютной погрешности в стобалльной системе равной 10 бал-
лам. Для пятибалльной системы абсолютная погрешность 
при данном значении относительной погрешности состав-
ляет 0,5 балла. Поэтому, например, диапазон 50–70 бал-
лов в пределах погрешности воспринимается в стобалльной 
системе как (60±10) баллов, а в пятибалльной системе как 
(3,0±0,5) балла. Для увеличения разрешающей способно-
сти стобалльной системы необходимо уменьшить погреш-
ность измерения, например, до 0,5 балла. Предположим, 
что это можно сделать. Тогда для каждого целочисленного 
значения оценки (математического ожидания) в стобалль-
ной системе можно построить индивидуальную функцию 
распределения [57].

На рис. 5.7 представлены изображения усредненной 
функции распределения обучающихся, получивших на кон-
трольном испытании по стобалльной системе оценки 50,  
55, 60, 65 и 70 баллов (рис. 5.7а) и функции распределе-
ния тех же обучающихся, получивших по пятибалльной си-
стеме оценку 3 балла (рис. 5.7б). Функция распределения, 
изображенная на рис. 5.7а, представлена в безразмерных 
координатах, в координатах стобалльной и пятибалльной 
систем. Внешне она выглядит одинаково во всех системах 
координат, изменяются лишь масштабы на осях координат. 
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Рис. 5.7. Усредненная функция распределения обучающегося:  
а) – получена с помощью ИВС-метода по 100-балльной шкале;  

б) –получена с помощью МВС-метода по 5-балльной шкале

Для построения усредненной функции распределения 
вначале с помощью индивидуального вероятностно-стати-
стического метода строились в соответствии с формулами 
(5.8) индивидуальные функции распределения обучающих-
ся, получивших оценки 50, 55, 60, 65 и 70 баллов, а затем 
проводилось их усреднение. Эта функция распределения 
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фактически идентифицирует собой некоторого усредненно-
го (унифицированного) обучающегося, получившего 3 бал-
ла по пятибалльной системе с помощью массового вероят-
ностно-статистического метода.

Функция распределения, полученная с помощью МВС-
метода (рис. 5.7б), определяется целиком погрешностью из-
мерения и не учитывает случайный характер поведения 
обучающегося в процессе усвоения информации, обуслов-
ленный случайным характером его психосоматического со-
стояния и, следовательно, несет в себе меньше информа-
ции, чем функция распределения, полученная с помощью 
ИВС-метода (рис. 5.7а). Из сравнения функций распреде-
ления, представленных на рис. 5.7, следует, что функция 
распределения, полученная с помощью индивидуального 
вероятностно-статистического метода (рис. 5.7а), облада-
ет бóльшими возможностями. Она позволяет в отличие 
от функции распределения, изображенной на рис. 5.7б, 
оценить вероятность усвоения материала учебной дисци-
плины обучающимся в любой области информационного 
пространства (шкалы измерений).

Воспользуемся принципом суперпозиции модельных 
функций распределения, идентифицирующих обучающих-
ся, для расчета усредненной модельной функции распреде-
ления. Принцип суперпозиции основан на предположении 
о слабом взаимодействии обучающихся в процессе усвоения 
информации. С этой целью рассчитаем по формулам (5.7) 
и (5.8) модельные функции распределения, идентифици-
рующие обучающихся, для возможных значений математи-
ческих ожиданий в диапазоне от 0 до 1. Затем сложим все 
модельные функции распределения и разделим результат 
на число модельных функций распределения. Усреднен-
ную модельную функцию распределения в дальнейшем 
будем называть дифференциальной функцией распределе-
ния (плотностью вероятности), т. к. это отражает фактиче-
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скую суть плотности вероятности. На рис. 5.8 представлена 
дифференциальная функция распределения. Все расчеты 
проведены для относительной погрешности 0,1δσ = .

Рис. 5.8. Дифференциальная функция распределения

Дифференциальная функция распределения получе-
на в виде гистограммы, которая аппроксимирована глад-
кой линией. Видно, что она симметрична относительно 
вертикальной прямой, проходящей через точку с коорди-
натой 0,5∗σ = , и имеет из-за наличия границ шкалы из-
мерения “U”-образный вид. С уменьшением погрешности 
измерения плотность вероятности вблизи границ шка-
лы увеличивается и в пределе при стремлении погреш-
ности к нулю плотность вероятности стремится к беско-
нечности и может быть записана в виде дельта-функции 
Дирака ( ( ) ( 0)c∗ ∗ ∗ ∗Ψ σ = δ σ − для левой границы шкалы 
и ( ) ( 1)c∗ ∗ ∗ ∗Ψ σ = δ σ −  для правой границы шкалы, где c∗  – 
константа).
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Данная дифференциальная функция распределения 
идентифицирует усредненного обучающегося в информа-
ционном пространстве. Она определяет вероятность на-
хождения его в единичной области информационного про-
странства. Вероятность нахождения обучающегося во всем 
информационном пространстве (вероятность усвоения ма-
териала учебной дисциплины, распределенного по всему 
информационному пространству) равна 1. Однако указать 
точно вероятность нахождения индивида в информаци-
онном пространстве (вероятность усвоения обучающимся 
материала учебной дисциплины) невозможно. Это можно 
сделать только после проведения эксперимента, например, 
по результату экзамена – оценке, полученной обучающим-
ся на экзамене. Покажем, как это можно сделать. С этой 
целью преобразуем дифференциальную функцию распре-
деления (плотность вероятности) в интегральную функцию 
распределения (вероятность) с помощью следующего инте-
грального преобразования [57]:

	 *

0
( )P d

∗σ
∗ ∗= Ψ σ σ∫ , 	 (5.13)

где P – вероятность (интегральная функция распределе-
ния) найти обучающегося в диапазоне координат от 0 до за-
данного ∗σ  информационного пространства (вероятность 
усвоения обучающимся материала учебной дисциплины). 
Интегральная функция распределения, полученная инте-
грированием дифференциальной функции распределения 
(рис. 5.8), изображена на рис. 5.9

Интегральная функция распределения, рассчитанная 
в безразмерной системе координат, является фактически 
универсальной. Она позволяет непосредственно по оценке 
знаний обучающегося, полученной по любой балльной шка-
ле, определить вероятность усвоения им материала учебной 
дисциплины. Проиллюстрируем это на конкретном примере. 
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Рис. 5.9. Интегральная функция распределения

Предположим, что обучающийся на экзамене получил 
по пятибалльной шкале оценку 3 балла. С учетом погреш-
ности измерений 0,1δσ =  (10%) оценку необходимо запи-
сать в виде (3,0±0,5) балла (по стобалльной шкале (60±10) 
баллов и по безразмерной шкале (0,6±0,1)). В соответствии 
с интегральной функцией распределения (рис. 5.9) вероят-
ность усвоения материала учебной дисциплины в данном 
случае составляет (0,57±0,07) или (57±7) %. При уменьше-
нии погрешности измерений будет увеличиваться кривиз-
на интегральной функции распределения вблизи нижней 
и верхней границ шкалы измерений. При погрешности из-
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мерений равной нулю интегральная функция распределе-
ния на границах шкалы будет изменяться скачком, значе-
ние которого будет равно c∗ . Это обусловлено стремлени-
ем значений дифференциальной функции распределения 
в близи границ шалы к бесконечности при стремлении по-
грешности измерений к нулю.

5.4. Сравнительный анализ возможностей 
массового и индивидуального  

вероятностно-статистических методов  
в оценке знаний обучающихся

В разделе 3.1 данной книги проведен анализ одновре-
менного применения массового и индивидуального вероят-
ностно-статистических методов для оценки знаний обуча-
ющихся и показано, что ИВС-метод обладает значительно 
большей разрешающей способностью и информативностью 
по сравнению с МВС-методом.

Проведем сравнительный анализ теоретических и  
экспериментальных функций распределения обучаю-
щихся, полученных раздельно с помощью МВС-метода 
и ИВС-метода. На рис. 5.10 в безразмерных и балльных 
координатах представлены усредненные теоретическая 
и экспериментальные функции распределения обучающе-
гося, полученные с помощью МВС-метода по 5-балльной 
и 20-балльной шкалам с учетом погрешности 0,5∆σ =  бал-
ла. Усреднение проведено по 56 индивидуальным функци-
ям распределения, представляющим собой прямоугольные 
функции распределения, идентифицирующие обучающих-
ся, аналогичные функциям распределения, изображенным 
на рис. 3.1а и 3.1б. Методика усреднения функций распре-
деления аналогична методике, описанной при построении 
усредненных функций распределения, представленных 
на рис. 3.3.
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Рис. 5.10. Усредненные дифференциальные 
 функции распределения, полученные МВС-методом:  

а) – теоретическая; б) – экспериментальные, полученные  
по 20-балльной шкале (1) и по 5-балльной шкале (2)
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Прежде чем анализировать содержание материала, 
представленного на рис. 5.10, необходимо отметить, что 
максимальное значение любой балльной шкалы измерения 
соответствует максимальному значению информации, со-
держащейся в учебной дисциплине. Данные функции рас-
пределения являются дифференциальными функциями 
распределения, т. к. представляют собой плотность вероят-
ности, т. е. вероятность найти обучающегося в единичной 
области информационного пространства. Вероятность най-
ти обучающегося во всем информационном пространстве 
всегда равна единице.

Теоретическая функция распределения обучающего-
ся (рис. 5.10а) имеет одинаковую плотность вероятности 
по всей шкале за исключением приграничных областей, 
ширина которых определяется погрешностью измерений 
(0,1 по безразмерной шкале и 0,5 балла по 5-балльной 
шкале). Эти значения погрешности определяют ширину 
индивидуальных функций распределения, идентифици-
рующих обучающихся, которые теоретически могут полу-
чить на экзамене по 5-балльной шкале оценки (0,0 + 0,5) 
балла и (5,0 – 0,5) балла. Ширина этих индивидуальных 
функций в два раза меньше ширины других индивиду-
альных функций, а высота, следовательно, в два раза 
больше. Это является следствием влияния границ шкалы 
измерения.

Экспериментальные функции распределения обуча-
ющегося демонстрируют существенную неоднородность 
распределения плотности вероятности (рис. 5.10б). При 
оценке знаний обучающихся по 5-балльной шкале (ли-
ния 2) диапазон (0 – 1,5) баллов вообще не используется, 
поскольку за минимальную оценку знаний обучающихся 
принято считать (2,0 ± 0,5) балла. Это фактически является 
методической погрешностью измерения знаний и снижает 
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степень объективности результатов измерений, т. к. неиз-
бежно ведет к завышению оценок при измерении знаний 
обучающихся. Кроме того, на результат измерения знаний 
обучающихся оказывает влияние субъективный фактор, об-
условленный случайным характером психосоматического 
состояния экзаменатора, носящим латентный (скрытый) 
характер.

Значительно лучший результат при измерении зна-
ний обучающихся дает использование 20-балльной шкалы 
(рис. 5.10б, линия 1). На функции распределения отчетли-
во видны два пика, причем левый пик соответствует оцен-
кам обучающихся, получивших (3,0 ± 0,5) балла по 5-балль-
ной шкале, а правый пик – (4,0 ± 0,5) балла соответственно.

Теперь перейдем к рассмотрению усредненных теоре-
тической и экспериментальной функций распределения, 
идентифицирующих обучающегося, полученных с исполь-
зованием ИВС-метода. На рис. 5.11а изображена теорети-
ческая дифференциальная функция распределения.

Теоретическая функция распределения (рис. 5.11а) 
является копией функции распределения, представлен-
ной на рис. 5.8. Следует отметить, что увеличение плот-
ности вероятности вблизи границ шкалы характерно и  
для теоретической функции распределения, представлен-
ной на рис. 5.10а. Эта одинаковость в поведении функций 
распределения вблизи границ шкал измерения обусловле-
на исключительно влиянием границ шкалы и не связана 
с внутренним содержанием этих функций. Так функция 
распределения, изображенная на рис. 5.10а, получена 
МВС-методом, который учитывает лишь погрешность из-
мерения знаний обучающегося, в то время как функция 
распределения, представленная на рис. 5.11а, получена 
ИВС-методом, учитывающим случайный характер поведе-
ния обучающегося в процессе усвоения информации.
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Рис. 5.11. Усредненные теоретическая (а) и экспериментальная (б) 
функции распределения, идентифицирующие обучающегося, 

полученные ИВС-методом

На рис. 5.11б изображена усредненная эксперимен-
тальная функция распределения обучающегося, получен-
ная с использованием ИВС-метода. Усреднение было про-
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ведено по 56 индивидуальным функциям распределения 
обучающихся, которые имели вид аналогичный функциям 
распределения, представленным на рис. 3.1в. Отметим, что 
измерения индивидуальных функций распределения прово-
дились по 20-балльной шкале ИВС-методом одновременно 
с измерением знаний тех же самых обучающихся по 5-балль-
ной и 20-балльной шкалам МВС-методом (рис. 5.10б). 

Данная функция распределения гораздо лучше заполня-
ет пространство шкалы, чем экспериментальные функции 
распределения, полученные МВС-методом (рис. 5.10б). Од-
нако эта функция распределения имеет заниженную плот-
ность вероятности в приграничных областях шкалы и завы-
шенную плотность вероятности в ее центральной области 
по сравнению с теоретической функцией. Такая особенность 
поведения экспериментальной функции распределения об-
условлена субъективным фактором, а именно, несовершен-
ством «измерительного прибора», которым является человек 
(экзаменатор). Он не в состоянии определить плотность ве-
роятности нахождения обучающегося во всем информацион-
ном пространстве (по всей шкале измерения), а лишь в срав-
нительно узкой области вблизи значения математического 
ожидания функции распределения. В то время как теоре-
тические функции распределения каждого обучающегося 
определены во всем информационном пространстве [57].

Проведем сравнительный анализ результатов оценок 
вероятностей усвоения материала учебной дисциплины об-
учающимися, полученных МВС-методом и ИВС-методом. 
С этой целью перейдем от дифференциальной функции 
распределения (плотности вероятности) к интегральной 
функции распределения (вероятности), которая фактиче-
ски определяет вероятность усвоения обучающимися мате-
риала учебной дисциплины. Для этого воспользуемся инте-
гральным преобразованием (5.13). Интегральные функции 
распределения, полученные интегрированием дифферен-
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циальных функций распределения (рис. 5.10 и рис. 5.11), 
изображены на рис. 5.12.

Рис. 5.12. Интегральные функции распределения: a): 1 – теоретическая; 
2 и 3 – экспериментальные, полученные МВС-методом по 5-балльной  

и 20-балльной шкалам соответственно; б): 1 – теоретическая;  
2 – экспериментальная, полученная ИВС-методом по 20-балльной шкале
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На рис. 5.12а представлены интегральные функции рас-
пределения, полученные с использованием МВС-метода. 
Видно, что экспериментальная функция распределения, 
полученная по 5-балльной шкале (линия 2) существенно 
отличается от теоретической. Это является следствием ме-
тодической погрешности, связанной с тем, что начальная 
область 5-балльной шкалы (0  – 1,5) балла или (0  – 0,3) 
по безразмерной шкале, как уже отмечалось при рассмо-
трении дифференциальной функции распределения (рис. 
5.10б, линия 2), не используется при оценке знаний обу-
чающихся, что естественно приводит к завышению оценок 
знаний на экзамене. Это привело, в частности, к сильному 
увеличению вероятности в диапазоне (0,5 – 0,7) по безраз-
мерной шкале.

На рис. 5.12б представлены теоретическая и экспери-
ментальная интегральные функции распределения, полу-
ченные с использованием ИВС-метода. Видно, что экспе-
риментальные значения вероятности усвоения материала 
учебной дисциплины обучающимся согласуются с теорети-
ческими значениями значительно лучше, чем аналогичные 
зависимости, полученные с использованием МВС-метода 
(рис. 5.12а). Однако в диапазоне (0 – 0,4) значений ∗σ  экс-
периментальная функция распределения имеет меньшие 
значения, чем теоретическая, а в диапазоне (0,4 – 1,0) – 
бóльшие значения.

Из анализа данных, приведенных на рис. 5.12а (ли-
ния 1) и на рис. 5.12б (линия 1) следует, что теоретические 
интегральные функции распределения, полученные с ис-
пользованием МВС-метода и ИВС-метода, имеют близкие 
значения. Проиллюстрируем это на конкретном приме-
ре. Предположим, что обучающийся получил на экзамене 
по 5-балльной шкале оценку (3,0 ± 0,5) балла или (0,6 ± 0,1) 
по безразмерной шкале. Тогда усвоение материала учеб-
ной дисциплины в соответствии с МВС-методом (рис. 5.12а, 
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линия 1) составит (0,58 ± 0,08), а в соответствии с ИВС-
методом (рис. 5.12б, линия 1) – (0,57 ± 0,07), т. е. значения 
вероятностей в пределах погрешностей совпадают.

Значения вероятностей усвоения материала учебной 
дисциплины, найденные с использованием эксперимен-
тальных интегральных функций распределения (рис. 5.12а, 
линии 3 и рис. 5.12б, линия 2), также в пределах погреш-
ностей дают близкие результаты, а именно, (0,71 ± 0,08) 
при использовании МВС-метода и (0,66 ± 0,10) при исполь-
зовании ИВС-метода соответственно. Однако значение ве-
роятности усвоения материала учебной дисциплины, полу-
ченное с применением МВС-метода по 5-балльной шкале  
(0,34 ± 0,25), существенно отличается от значений вероят-
ностей, приведенных выше. Это свидетельствует о низкой 
точности и большой погрешности МВС-метода при исполь-
зовании шкалы с малым диапазоном значений.

Анализ интегральных функций распределения показал, 
что теоретические интегральные функции распределения 
могут быть признаны в качестве «эталонов». Значитель-
ные отклонения экспериментальных интегральных функ-
ций распределения от эталонов могут явиться основанием 
для пересмотра требований к оценке знаний обучающихся.

5.5. Выводы

1. В качестве модельных функций распределения, ап-
проксимирующих истинные функции распределения, 
идентифицирующие обучающихся в процессе получения 
знаний, удобно использовать двухступенчатые функции, 
для построения которых может быть использована инфор-
мация об оценках индивидов, полученных при их тестиро-
вании с помощью балльной системы измерений.

2. При стремлении значений математического ожида-
ния к границам шкалы измерений значения плотности ве-
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роятности функций распределения стремятся к бесконеч-
ности. Однако учет погрешности при измерении значений 
математического ожидания ограничивает значения плот-
ности вероятности.

3. Модельные функции распределения, построенные 
в безразмерных координатах, имеют одинаковый вид 
во всех балльных системах измерений. Это позволяет изу-
чать особенности поведения таких функций, а затем транс-
лировать их на модельные функции распределения в лю-
бой балльной системе измерений.

4. Системы формул (5.7)–(5.12) позволяют для разных 
значений погрешности при измерении оценок знаний об-
учающихся (математических ожиданий) рассчитать функ-
ции распределения, идентифицирующие индивидов в про-
цессе усвоения информации.

5. С увеличением погрешности измерения знаний уве-
личивается степень перекрытия функций распределения 
обучающихся и, следовательно, снижается разрешающая 
способность метода. Так при относительной погрешности 
0,2 функции распределения студентов, получающих оцен-
ки 5 баллов и 4 балла, совпадают.

6. При стремлении погрешности измерения знаний об-
учающихся к нулю условная вероятность усвоения матери-
ала обучающимися, получающими оценку 5 баллов по пя-
тибалльной шкале измерения (оценку 1 по безразмерной 
шкале), увеличиваясь, стремится к единице, а условные 
вероятности усвоения материала учебной дисциплины об-
учающимися, получающими оценки 4 балла и 3, 2 и 1 балл 
(оценки 0,8 и 0,6, 0,4 и 0,2 по безразмерной шкале), умень-
шаясь, стремятся к 0,6 и к нулю соответственно.

7. Дифференциальная функция распределения (плот-
ность вероятности), усредненная по индивидуальным функ-
циям распределения обучающихся, рассчитанных для зна-
чений математических ожиданий в диапазоне значений 
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от 0 до 1 по безразмерной шкале, имеет ”U”-образный вид 
и позволяет определять вероятность нахождения индивида 
в единичной области информационного пространства (веро-
ятность усвоения обучающимся информации, содержащей-
ся в единичной области информационного пространства).  
С уменьшением погрешности измерений увеличивается 
плотность вероятности у границ шкалы, стремясь к беско-
нечности при стремлении погрешности к нулю.

8. Интегральная функция распределения (вероятность) 
позволяет по оценке, полученной обучающимся на экзаме-
не непосредственно определить вероятность усвоения ин-
дивидом материала учебной дисциплины. Так при оцен-
ке знаний обучающегося (3,0±0,5) балла по пятибалльной 
шкале вероятность усвоения материала учебной дисципли-
ны составляет (0,57±0,07).

______________
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной монографии изложены основы вероятностно-
статистической модели обучающегося, представляющей со-
бой математическую модель, в соответствии с которой об-
учающийся идентифицируется функцией распределения 
(плотностью вероятности), движущейся в информационном 
пространстве по мере получения знаний (усвоения инфор-
мации) обучающимся. Это означает, что указать точно по-
ложение обучающегося в информационном пространстве 
не представляется возможным, можно говорить лишь о ве-
роятности нахождения обучающегося в той или иной обла-
сти информационного пространства. Функции распределе-
ния, которыми идентифицируется обучающийся, являются 
решениями дифференциальных уравнений, полученных 
на основе закона сохранения вероятности, и представляю-
щих собой уравнения непрерывности, связывающие изме-
нение плотности вероятности за единицу времени в про-
странстве координат, скоростей и ускорений различных по-
рядков с дивергенцией плотности потока вероятности.

Вероятностно-статистический характер поведения об-
учающегося в процессе усвоения информации обусловлен 
случайным характером его психосоматического состояния. 
В связи с этим для описания поведения обучающегося 
в процессе получения знаний используется индивидуаль-
ный вероятностно- статистический метод. ИВС-метод – это 
метод исследования отдельных объектов, которым внутрен-
не присущ случайный характер поведения, на основе тео-
рии вероятностей и математической статистики. К числу 
таких объектов помимо человека относятся и квантовые 
объекты (электроны, атомы, молекулы и др.). 
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Проведен сравнительный анализ поведения человека 
в процессе деятельности и поведения квантовой микроча-
стицы. Показано, что поведение обоих объектов носит слу-
чайный характер. Вместе с тем имеются и отличительные 
особенности поведения, обусловленные различной приро-
дой этих объектов. Так, человек обладает индивидуальны-
ми свойствами, а микрочастицы одного сорта тождествен-
ны. Кроме того, случайный характер поведения человека 
реализуется не только в координатном пространстве, как 
это имеет место с квантовым объектом, но и в простран-
ствах скоростей и ускорений различных порядков.

Для оценки полноты знаний обучающихся применен 
вероятностно-статистический метод шкалирования. Этот 
метод позволяет каждой экспериментально найденной 
функции распределения поставить в соответствие набор 
чисел, представляющих собой моменты этой функции, что 
значительно упрощает процедуру оценки полноты знаний 
обучающихся. Процедура оценки полноты знаний обучаю-
щихся включает следующие действия: нахождение по ре-
зультатам контрольного мероприятия, например экзамена, 
индивидуальных функций распределения обучающихся; 
расчет моментов этих функций распределения; ранжиро-
вание обучающихся по уровню знаний методом сравнения 
моментов различных порядков их индивидуальных функ-
ций распределения.

Применение ИВС-метода при проведении психолого-пе-
дагогических исследований процесса усвоения знаний обу-
чающимися позволяет находить экспериментальные функ-
ции распределения потока студентов на различных этапах 
их обучения. С течением времени дисперсия этих функций 
распределения увеличивается, а сами функции начинают 
перекрываться. Особенно заметно перекрываются функции 
распределения для потоков студентов второго и третьего, 
третьего и четвертого, четвертого и пятого курсов, при-
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чем степень перекрытия от курса к курсу увеличивается, 
что свидетельствует об увеличении степени неоднородно-
сти по уровню знаний в студенческом коллективе. В связи 
с этим для повышения качества обучения студентов в выс-
ших учебных заведениях предложено использовать прин-
цип поэтапности обучения с ветвлением.

На основе решения уравнения непрерывности относи-
тельно плотности вероятности с привлечением экспери-
ментального материала найдена теоретическая функция 
распределения, описывающая поведение обучающегося 
в процессе получения знаний. Функция распределения со-
ответствует закону нормального распределения с изменяю-
щимися со временем математическим ожиданием и диспер-
сией. Анализ эволюции функций распределения для силь-
ных и слабых студентов показал, что совместное обучение 
таких студентов нецелесообразно. 

Рассмотрены вопросы моделирования функций рас-
пределения, идентифицирующих обучающихся в процес-
се усвоения информации. В основе моделирования лежит 
положение о том, что между количеством информации, 
измеряемой в битах и оценкой знаний, измеряемой в бал-
лах, существует однозначная связь. Следовательно, макси-
мальному объему информации, содержащемуся в учебной 
дисциплине, соответствует максимальный балл измери-
тельной шкалы. Предполагается также, что вероятность 
обнаружить обучающегося во всем информационном про-
странстве (в пределах измерительной шкалы) равна еди-
нице. При моделировании функций распределения исполь-
зуется информация об оценке знаний обучающегося (мате-
матическом ожидании) и погрешности измерений знаний.

В качестве модельных функций распределения, аппрок-
симирующих истинные функции распределения обучаю-
щихся в процессе усвоения информации, использовались 
двухступенчатые функции. Это позволило найти анали-
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тические выражения для построения модельных функций 
распределения. На модельные функции распределения 
существенное влияние оказывает погрешность измерения 
знаний. Так с увеличением погрешности измерения зна-
ний увеличивается степень перекрытия функций распре-
деления, что приводит к снижению разрешающей способ-
ности метода.

Дифференциальная функция распределения (плотность 
вероятности), усредненная по индивидуальным функциям 
распределения обучающихся, рассчитанных для значений 
математических ожиданий в диапазоне значений от 0 до 1 
по безразмерной шкале, имеет ”U”-образный вид и позволя-
ет определять вероятность нахождения индивида в единич-
ной области информационного пространства (вероятность 
усвоения обучающимся информации, содержащейся в еди-
ничной области информационного пространства). С умень-
шением погрешности измерений увеличивается плотность 
вероятности у границ шкалы, стремясь к бесконечности 
при стремлении погрешности к нулю.

Интегральная функция распределения (вероятность), 
полученная интегрированием дифференциальной функ-
ции распределения, позволяет по оценке, полученной об-
учающимся на контрольном мероприятии, определить не-
посредственно вероятность усвоения им материала учебной 
дисциплины.

Сравнительный анализ результатов применения ин-
дивидуального и массового вероятностно-статистических 
методов для оценки знаний обучающихся показал, что 
ИВС-метод обладает бóльшими возможностями для ран-
жирования обучающихся по уровню знаний по сравнению 
с МВС-методом. Это связано с тем, что информативность 
массового вероятностно-статистического метода ниже ин-
формативности индивидуального вероятностно-статистиче-
ского метода, поскольку МВС-метод используется для опи-
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сания поведения обучающихся как точечных объектов без 
учета их внутренней природы.

ИВС-метод учитывает случайный характер поведения 
каждого отдельного обучающегося в процессе усвоения 
информации, обусловленный случайным характером его 
психического и соматического состояний. Это означает, что 
в модельном представлении обучающийся не может быть 
представлен математической точкой в информационном 
пространстве. Следовательно, нельзя точно указать место-
положение обучающегося в информационном простран-
стве, можно лишь говорить о вероятности нахождения его 
в той или иной области информационного пространства. 
В этом случае обучающийся в информационном простран-
стве идентифицируется функцией распределения, т.е. 
представляет собой пространственно-протяженный объ-
ект. Это означает, что при оценке полноты знаний обу-
чающегося может быть использовано не только значение 
оценки (математического ожидания), как это имеет место 
при МВС-методе, но и моменты функции распределения 
более высоких порядков.

В педагогическом процессе принимают участие два субъ-
екта: обучающийся и преподаватель, деятельность каждо-
го из которых определяется уровнем развития их сознания. 
Детерминизм сознания человека реализуется через случай-
ность, поскольку отражает случайный характер психиче-
ского и соматического состояний человека. В связи с этим 
в процессе оценки полноты знаний обучающегося имеет ме-
сто взаимодействие двух случайных динамических систем. 
В результате такого взаимодействия знания обучающегося 
оцениваются с помощью МВС-метода некоторым числом 
(например, количеством баллов), имеющим принципиально 
случайный характер. Учесть влияние случайного фактора 
в оценке полноты знаний обучающегося, связанного с ролью 
преподавателя, чрезвычайно сложно. Большие надежды 
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на решение этой проблемы возлагаются на использование 
технических средств с искусственным интеллектом.

Концепция о том, что детерминизм сознания человека 
реализуется через случайность и, как следствие, что пове-
дение индивида в процессе обучения носит случайный ха-
рактер, может быть положена в основу разработки неклас-
сической психологической педагогики, причем ряд этапов 
на этом пути уже пройден, а именно – предложена вероят-
ностно-статистическая модель обучающегося, найдены тео-
ретические функции распределения, идентифицирующие 
обучающегося в процессе получения знаний, разработан 
метод получения экспериментальных функций распреде-
ления и разработан метод вероятностно-статистического 
шкалирования для определения полноты знаний обуча-
ющихся в процессе проведения психолого-педагогических 
исследований.

______________
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